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PREUPFACTIDO

Hace ocho afios, cuando aun era estudiante en la Facultad de
Ciencias Agrarias de la Universidad Nacional de San Cristébal de
Huamanga (UNSCH), recibi los primeros tépicos sobre polinomios
ortogonales, del "MAESTRO" 1Ing. Roberto Ibdfiez Agliero; Motivado
por el tema realicé una primera publicacién en 1988. Luego de
haber recibido mds t6épicos sobre el tema, esta vez en el Centro
Agronémico Tropical de Investigacién y Enseflanza (CATIE), me
propuse preparar el presente documento.

El objetivo principal, es presentar de manera sencilla el
fundamento de la "técnica de 1los Polinomios Ortogonales” para el
andlisis de regresit6n; En la primera parte se incluye también el
procedimiento a seguir para la confeccién de Tablas de Polinomios
Ortogonales, la que es de mucha importancia cuando no se tiene a
la mano una tabla de estos coeficlentes. En la segunda parte se
incluyen eJjemplos de aplicacién préctica de esta importante
técnica de andlisis de regresién, en el contexto de algunos
disefios experimentales méds comunes.

La realizacién de este documento ha sido posible gracias a
la participacién de un conjunto de personas. Debo empezar
agradeciendo por sus ensefianzas a mis profesores de la UNSCH y
del CATIE. En la UNSCH; al Ing. Roberto Ibéfiez, por sus primeras
enseflanzas y la discusién de tépicos avanzados sobre el tema; a
él mi mayor agradecimiento; Al Ing. Guido Tenorio Palomino,
profesor del Area de Suelos en la Facultad de Ciencias Agrarias,
por haberme brindado la primera oportunidad para trabajar en
tépicos de regresién, y por su constante apoyo en mi formacién
profesional; A Jorge Gutiérrez Castilla y Walter Rupay Ingaruca,



por el mecanografiado y correcciones de 1la primera publicacién;
Al Biélogo Fidel Mujica Lengua, profesor de 1la Facultad de
Ciencias Biolégicas, por sus invitaciones como ponente sobre el
tema en cursos cortos de Bioestadistica y similares. A mis
colegas y alumnos por su permanente apoyo. En el CATIE, a mis
profesores Dr. Pedro Ferreira y Dra. Gilda Piaggio por sus
ensefianzas y consejos; A mis colegas estudiantes de la Escuela de
Posgrado, Promocién 81 - 83, por su permanente apoyo.

Espero que este documento sea de utilidad para quienes
tengan la oportunidad de leerlo. Estaré agradecido por sus
criticas y sugerencias, a cuantos de esa manera ayuden a mejorar
la presente edicién.

Alex L. Tineo Bermtidez
Estudiante de Maestria,
CATIE, Costa Rica, 1993.



PRESENTACION

Para el consejo estudiantil, periodo 92-93, constituye un
honor y una gran satisfaccién el presentar estos apuntes de Clase
sobre Polinomios Ortogonales, que fueran elaborados por nuestro

compafiero Alex Tineo Bermidez.

El autor es estudiante de la Escuela de Posgrado del Centro
Agronémico Tropical de Investigacién y Ensefianza, CATIE,
promocién 91-93, y es originario de Ayacucho, Pert. Se gradud de
Ingeniero Agrénomo en la Universidad Nacional de San Cristébal de
Huamanga, en 1985, afio desde el cual 1labora como catedratico en

la Facultad de Ciencias Agrarias de dicha Universidad.

El Consejo Estudiantil considera que el aporte hecho por
Alex Tineo a través de este documento, constituye un precedente
de gran valia y un estimulo para los estudiantes de Maestria de
la Institucién, para que como él, con sus ideas contribuyan al

desarrollo de la agronomia.

Gracias Alex, por tu sencillez, por tu amistad y tu gran

capaclidad académica puesta siempre al servicio de los demés.

Héctor Lobos Medina
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PRIMERA PARTE

FUNDAMENTO DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES
I. GENERALIDADES

El tipo més comin Yy sencillo de ajuste de curvas es la
regresién lineal representada por una linea recta. Esto sucede
cuando al variar los valores de la variable independiente (X),
los valores de la variable dependiente (Y) tienden a variar con
alguna proporcionalidad. Sin embargo, cuando los valores de X
varian y no existe un incremento o decremento proporcional en la
variable respuesta o dependiente (Y), esto estaria anunciando una
Regresién Curvilinea. Entonces debe determinarse la funcién que
mejor represente a las variables en estudio, la misma que puede
realizarse en base a dos criterios:

a) la experiencia o grado de conocimiento que se tenga de
las variables en estudio; y

b) un grédfico de las observaciones en un plano bidimensional
o plano cartesiano (cuando no se tiene al alcance el primer
criterio).

La regresién curvilinea no siempre es problema simple.
Préacticamente no hay limites en cuanto al nimero de curvas que
pueden expresarse por medio de ecuaciones matemédticas.

Entre las mds comunes podemos considerar dos tipos de
curvas:

a) exponenciales o logaritmicas; y

b) polinomiales.

En el primer caso, en general, las curvas son siempre
asintbéticas a los ejes, es decir, no tienen méximos o minimos; en
el segundo caso, los polinomios pueden tener picos (méximos) y/o
depresiones (hinimos), cuyo numero es uno menos que el grado
exponencial de la funcién.
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fig 1. Representacién grafica de las funciones més comunes:
a, b, ¢ : exponenciales o logaritmicas
d, e, £ : polinémicas (lineal, cuadrdatica, cubica,
respectivamente)

Para la resolucién de 1la Regresién curvilinea se cuenta con
varias técnicas o procedimientos como: los minimos cuadrados,
Gauss-Doolitle, los polinomios ortogonales, etc. En este
documento se tratard s6lo el caso de los modelos polinomiales,
cuando los incrementos entre niveles sucesivos de la variable
independiente (X) son iguales.



II. LOS POLINOMIOS ORTOGONALES

El andlisis de tendencia por el método de 1los polinomios
ortogonales es una técnica que se utiliza para determinar la
regresién cuando la variable independiente (X) 8e encuentra
espaciada a intervalos iguales. Por ejemplo, si la variable
independiente es el tiempo y se hacen lecturas de Y a intervalos
diarioe,.eemanales, quincenales mensuales o anuales, las X o
tiempo estédn igualmente espaciados. Otro caso donde es comun
tener intervalos igualmente espaciados de X, es el de
experimentos qQue contemplan proporciones de fungicidas,
insecticidas, fertilizantes, etc. Como ilustracién se muestran
dos casos:

a) incremento de peso (Y) de un grupo de conejos alimentados
con una determinada racién durante nueve (9) semanas.

b) rendimiento de maiz, sometido a cinco (5) niveles de
fertilizacién nitrogenada

Tiempo Peso Nivel de N Produccién
—(semanas) (g) —(kg/ha) —(kg/ha)
— 18 Y1 — 0 Y1
—— 28 Y2 — 40 Y2
——- 38 Ya  — 80 Ya
.o —— 120 Ya
. —— 160 Ys
—— 98 Yo }—— 200 Ye
L 5 intervalos iguales L 5 intervalos iguales
de 1 semana de 40 kg/ha

Mediante esta técnica con un solo andlisis se determina el
modelo polinomial (lineal, cuadrédtico, cuUbico, etc.), que mejor
represente a las variables en estudio.



Asi, el ajuste del polinomio:

Y1 = bo + baiXsi + b2X12 + baXsS + + bxX1X + ea1

se facilita empleando tablas de coeficientes para polinomios
ortogonales (ver anexo).

El paso inicial consiste en sustituir Xx (k=1,2,3,.
un polinomio de k en P;
polinomial anterior, ahora se calcula en la forma:

..,K) por

grado de manera qgque la regresién

Ys = Bo + BiPi1 + BzPi2 + BaPis + + BxPix + €1

Lo que puede demostrarse que da el mismo polinomio ajustado
(ver nota 1 y ejemplos).

Nota 1:
mismos datos),

b

Algunas

Yi = b0 + biXi ¢ ei
Yi = b0 ¢ biXi ¢ b2Xi2 ¢ ei
Yi = b0 ¢ bIXi ¢ b2Xi2 ¢ DIXiJ ¢ ei

Yi = b0 + biXi + b2Xi2 + b3Xi3 ¢ ... + DKXik ¢ ei

b0 y bl : son diferentes en los tres polinocaios

bi : dependen de cada funcidn

Los valores ajustados en asmbos polinomios serian:
Yl = b0 ¢ biXt ¢ b2X12 ¢ b3X13 ¢ ... ¢ bkXik + el
Y2 = b0 + bIX2 + b2X22 ¢ bIX23 ¢ ... ¢ bKX2k + e2
Y3 = b0 + biX3 + b2X32 + b3IX3II ¢ ... + DKXIk + e3

Yo = b0 + biXn + b2Xn2 + b3Xn3 ¢ ... ¢ bkXnk + en

Luego: Yi = Y1 ,

caracteristicas de
se analizan a continuacién:

Y2 =Y2’ »

los dos modelos (para 1los

Yi = B0 ¢+ BIPil ¢ ei
Yi = BO + BIPil ¢ B2Pi2 ¢+ ei
Yi = B0 ¢ BIPil ¢ B2Pi2 + B3Pi3 + ei

Yi = BO + BIPi{ + B2Pi2 + B3Pi3 ¢ ... + BkPik ¢ ei

BO y Bt : son iguales en los tres polinoaios

Bi : son independientes y acumulativos

Yi'= B0 + BIP11 + B2P12 ¢ B3P13 ¢ ... + BkPLk + e’
Y2'= B0 + BIP2! + B2P22 + BIP2Y ¢ ... ¢ BkP2k + o2’
Y3'= B0 + BIP3L + B2P32 ¢+ B3IP3I ¢ ... + BkP3k + e3’

Yn'= BO + BiPnl + B2Pn2 ¢ BIPn3 ¢+ ... + BkPnk + en’

Ys =Y¥a", ... , ¥Yn = ¥n~



El modelo polinomial codificado (usando 1los polinomios
ortogonales), 8e puede representar en forma matricial del
siguiente modo:

— - — - — —
Y1 1 Pii Piz Pisz ... Pix Bo e1
Y2 1 P21 P2z P2z ... Pz2x Ba ez
Ys = 1 Psi1 P32z Pas ... Pax X Bz + es
Yn 1 Pni Pn2 Pna e e e Pnx Bx eén

Y P <] e

0o, de esta manera:

Y=Pxg + e

Por otro lado:

SCerror = (&) (&)

Luego:

SCerror = (X -PB) (X - PB)

Desarrollando se obtiene:

8 = (PP)-1PX

Los valores de Paix se pueden encontrar en las tablas de
Fisher y Yates (1948), desde n=3 hasta n=75; asimismo en las
tablas de Anderson y Houseman (1942), desde n=3 hasta n=104
(ANDERSON y BANCROFT, 1952; STEEL y TORRIE, 1988).



La ortogonalidad de los coeficientes polinémicos se define

por las condiciones siguientes:

ZPix = O
SPixPsx” = 0 ik == ik~

III. CALCULOS DE LOS COEFICIENTES DE REGRESION (Bo, Bi).

La relacién:

B = (PP)"1PX

matricialmente, se escribe como:

o T r 1 - r . ~ -
| T ST | i Pi1 P12 P13 ... Plk S T S | Y1
P11 P21 P31 ... Pnl i P21 P22 P23 P2k P11 P21 P31 ... Pni Y2
B =] P12 P22 P32 Pn2 1 P31 P32 P33 P3k & P12 P22 P32 Pn2) 8| Y3
Ues p23 pss pa3 | ... PI3 P23 P33 Pn3
Pik P2k P3k Pnk { Pni Pn2 Pn3 Pnk Pik P2k P3k Pnk Yn
LL.. 4L 4] a J L
Realizando operaciones, se tiene:
- -t . -
n ZPi1 £Pi2 ZPi3 oo EPik B
$Pil EIPilt EPitP12  EPilPi3 EPilPik IPitYi
B = | EPi2 3IPi2Pi1  EPi2t  EPiZPi3 $Pi2Pik EPi2Yi pero:
3Pi3 IPiSPil EPiIPi2 IRt 2Pi3Pik EPidYi 2Pik = 0
e EPikPik’ = 0
IPik EPikPii  EPikPi2  ZPikPi3 IPik? IPikYi
- . -




Por consiguiente:

n 0 0 0
0 ZP1a1® 0 0
B = 0 0 ZP12* 0
(o] 0o 0 ZPsia®
0 0 0 0
__
Luego:
—
1/n 0 0
0 1/2P112 0
B = 0 0 1/32P122
0 0 0
0 0 0
-
Finalmente:
ZYi/n Bo
ZP11Y1/2P112 Ba
B = 2P12Y1/3P122 = Bz
2P13Y1/3P132 Ba
ZP1xY1/ZP1x2 Bx
- - T |

1/2P1x= ZP1xYs

-
. 0
0
0
0]
ZP1x*
0 -
0
0
1/2ZP132
0
Bo =
Bl =
es decir: Bz =
Ba =
Bk =

-1 _ -

ZY1

ZP11Ys
2P12Y1
ZP13Y1

ZPixYs

= ]
2Ys

Z2P11Ys
ZP12Y4s
ZP1aY1

O O O O

I . ]

2Ya/n = Y

2P11Y1/2P112
ZP12Y1/2P122
2P13Y1/2P132

ZP1xY1/3ZP1x2



IV. ANALISIS DE VARIANZA.

La suma de cuadrados (SC), s8se determinra como en el caso de
la regresién lineal simple; es decir, mediante el producto de su
estimador por el correspondiente 1lado derecho de 8u ecuacién
normal.

Las ecuaciones normales son:

nBo = ZYs
B12P112 = ZP11Ya

BxZPix2 = ZPixYs

Las SC seran:

SC(Bo) = BoZY:s = (2Y1/n)ZYs = (ZY1)2/n
SC(B1) = BiZP11Y1 = (ZP11Y1/2P11%2)2ZP11Ys = (P11Y1)%2/ZP121?
SC(Bx) = BuZPixYs1 = (ZP1xY1/3ZP1x® )ZP1xY1 = (P1xY1)%®/ZPax*

Los cuadrados medios (CM), como en cualquier andlisis de
varianza (ANDEVA), corresponden al cociente de la SC de una
fuente de variacién cualquiera entre su respectivo grado de
libertad (GL).

El valor de F calculado (Fc) para una funcién, resulta de la
divisién del CM de una funcién entre el cuadrado medio de su
respectivo residual; el valor de la F de tablas (Ft), se busca en
la tabla correspondiente con los GL de 1la funcién (numerador) y
los GL de su respectivo residual (denominador).



De esta forma, la estructura del cuadro de ANDEVA, seré& como
la que se muestra en el cuadro 1.

Cuadro 1. Esquema del cuadro de ANDEVA para el andlisis de
tendencias por el método de los Polinomios Ortogonales.

Fuente de Variacion GL Suma de Cuadrados M | Fe
funcién lineal 1 | B1ZPilYi a a/b
residual f. lineal n-2 | Zyi* - B1IPilYi b
funcién cuadrética 1 | B2IPi2Yi c c/d
residual f. cuadrdt.| n-3 | Zyi* - (B1ZIPil1lYi+B2ZIPi2Yi) d

[ - - — — - }__ JR—
funcién cubica 1 | B3zZPi3Yi e e/f

residual f. cubica n-4 | Zyi* - (B1ZPi1Yi+B2ZPi2Yi+B3ZPi3Yi)| £

TOTAL n-1 | Zyi* = ZY¥i* - (ZYi)*/n

Con el ANDEVA de determina el modelo polinomial que mejor
representa a las variables en estudio, cuya estructura general,
es la siguiente:

Ys = Bo + BiPi1 + B2P12z + BsPis + ... + BuPaix + €1

Para descodificarla y escribirla en funcién de la variable

original (X); es decir en la forma:

Ys = bo + biXs + b2X12 + baX13 + ... + bxX1X + es



Se utilizan las relaciones que conectan las Pi con Xi; éstas
son las siguilentes:

P11 = 81[x1)
Piz = 82 |xs® _ _n* - 1 xs = _Xa - X
12 I
Pis = 83 | x138 _ i X1
20

Donde: 8x = Coeficientes que se obtienen de tal manera que
los coeficientes polinémicos resulten ser numeros enteros en su
minima expresién.

V. CALCULO DE LOS COEFICIENTES PARA POLINOMIOS ORTOGONALES.

Cuando no se cuentan con las tablas, es posible calcular los
coeficientes ortogonales para 1la funcién 1lineal, cuadrética,
cibica, etc. A manera de ejemplo, calcularemos los coeficientes
para polinomios de 1ler, 2do, y 3er grado, cuando 1la variable
independiente tiene cuatro niveles (n = 4).

a) Coeficientes para polinomios de ler grado:

-

Pia
X codificado AX + a1)
a1
ai

ai

S W N -
> W NP
+ + + +

ai

Z2P11” = 10 + 4aa

10



Pero:
ZPix = O

Por tanto:

10 + 4a1 = 0

Resolviendo, se tiene:

air = -5/2

Reemplazando ai en la expresién original, se tiene:

Paax~
AX + a1)
1 -5/2 = -3/2
2 -5/2 =-1/2
3-5/2= 1/2
4 - 5/2 = 3/2

Ahora s8se busca un valor
coeficientes hallados, permita
enteros; éste es:

81 = 2

utilizando la relacién:

Pia = 8aPisa-

se tiene:

81 gque multiplicado por los

encontrar 1los valores minimos

11



b) Coeficientes para polinomios de 2do grado:

P11Pi2”

X codificado @ _(X* + bh2X + 82)  _Paa(X® + boX + az)

1 1+ bz + az - 3 - 3bz - 3az
2 4 + 2bz + az - 4 - 2bz - az
3 9 + 3bz + az 9+ 3bz + a2z
4 16 + 4bz + az 48 + 12bz + 3az
30 + 10bz + 4az 50 + 10bz
Pero:
SPix = O
y Z2Pix3Pix” =0
Entonces:
50 + 10bz = O

30 + 10bz + 4az = 0

Resolviendo, se

az
bz

Reemplazando a2

tiene:

y

5
-5

bz en la expresién original, se tiene:

Piz”
AX* + b2X + a2) Piz_
1 ahora 62z = 1 1
-1 por tanto: Piz " = Piz -1
-1 es decir: -1
1 1



c) Coeficientes para polinomios de tercer grado

Pia” Pi1iPia” Pi2Pis”

X cod (X3tcaX*+bhaX+as) Pair(X3+csX*+bsXtas) Paiz(X3+caX*+baXtas)
1 1+ ca+ ba+as -3- 3ca- 3bz-3as 1+ ca+ ba+as
2 8+ 4ca+2bz+as -8- 4ca- 2bs- as -8- 4ca3-2bz-az
3 27+ 9ca+3bz+as 27+ 9ca+ 3ba+ as -27- 9¢c3-3bz-aa
4 64+16ca+4ba+as 192+48c3+12ba+3as 64+16ca+4ba+aa

100+30ca3+10ba+4a3 208 + 50c3 + 10bs 30 + 4cs
Pero:
ZPix = O
y ZPi1x3Pix” = 0
Entonces:

30 + 4c3 = 0
208 + 50c3 + 10ba = 0
100 + 30ca + 10bs + 4as = 0

Resolviendo, se tiene:

as = - 10.5
ba = 16.7
ca = -17.5

Reemplazando, se tiene:

—Pas” —Pas_

- 3/10 luego: -1
9/10 8a = 10/3, y 3

- 9/10 -3
3/10 1

13



De esta manera, la tabla de coeficientes polinémicos cuando
n = 4, sera:

ler grado 2do grado 3er grado
-3 -1
-1 -1 3
1 - -3
3 1 1
Sx 2 1 10/3
ZPix* 20 4 20

Se dicen ortogonales porque la suma vectorial de estos
coeficientes (ZPix), para un polinomio cualquiera (primer grado,
segundo grado, etc.), es cero; asimismo, el producto vectorial de
los coeficientes correspondientes a dos polinomios (ZPixPix’)
también es cero, lo que quiere decir que forman un &ngulo de 909.
En términos estadisticos esta propiedad implica que los
polinomios son independientes (no correlacionan).

Se sugiere al wusuario de este documento, comprobar estos
coeficlentes con 1los que figuran en otras tablas; ademés, a
manera de préctica, calcular 1los coeficientes polinémicos de
primer y segundo grado para n =3 y n = 6.

14



SEGUNDA PARTE

LOS POLINOMIOS ORTOGONALES
EN EL CONTEXTO DE UN DISERO EXPERIMENTAL

VI. ASPECTOS GENERALES.

En los capitulos anteriores se ha discutido sobre el uso de
con valores

la variable

los polinomios ortogonales cuando trabajan
promedio de Y correspondientes a cada nivel de
independiente (X),

Habréd notado

8e

o cuando se cuenta con una sola observacién.

que el numero de modelos polinémicos (respuestas)

posibles a probar, es igual a dos grados menos (n - 2) que el
nimero de niveles estudiados (n). Es decir, con tres niveles de
un factor 86lo s8e puede probar el efecto 1lineal; con cuatro
niveles, las respuestas lineal y cuadrética; con cinco niveles,
las respuestas lineal, cuadrédtica y cubica.

En el contexto de un disefio

los valores de Y; luego como se

respuestas posibles de probar es

utilizan todos
el nGmero de

experimental se
vera més adelante
igual a un grado menos (n - 1)

qQue el numero de niveles estudiados (n). Asi, con tres niveles de
un factor, hay dos grados de libertad que pueden particionarse en
uno, asociado con la respuesta lineal, y otro con la respuesta
cuadrédtica. Como una curva de segundo grado o mayor siempre pasa
a la ultima

con falta de ajuste a

por tres puntos puede ser mds apropiado referirse
como asociada a una respuesta no lineal o
niveles se cuenta

respuesta cuibica;

una respuesta lineal. Para cuatro con un grado

de libertad méas para estimar la en este caso
podria ser mejor referirse a la ultima como desviaciones de la
respuesta cuadratica (STEEL y TORRIE, 1988).
- 1 GL de tratamientos

aproximadamente independientes,

La idea consiste en
-1
una asocliada con cada

desglosar los n estudiados en n
pruebas

respuesta (lineal, cuadratica, etc.).

15



En investigaciones biolégicas, sobre todo en las de cardcter
agronémico, es muy raro encontrar respuestas cudrticas o de mayor
grado; por lo que al estudiar mds de cuatro niveles de un factor,
lo mds comun es probar las respuestas 1lineal, cuadratica y
cubica.

La suma de cuadrados de 1los contrastes permite probar cual
es el grado apropiado del polinomio. Cada una de las SC se
comprueba mediante el término de error, siendo la hipétesis nula
que la media de la poblacién para la comparacién es cero, o que B8
rara el polinomio ortogonal particular es cero. Si solo el efecto
lineal es significativo, s8se concluye que el incremento en la
respuesta entre niveles sucesivos del factor es constante dentro
de la variacién aleatoria del orden del error experimental.

La respuesta puede ser positiva o negativa, segin el aumento
o disminucién con 1los incrementos adicionales del factor. Un
efecto cuadratico significante indica que una parédbola se ajusta
mejor a 1los datos; esto es, que explica significativamente més
variacién entre medias de tratamientos que una recta; es decir,
el aumento o disminucién por cada incremento adicional no es
constante, sino que varia progresivamente (STEEL y TORRIE, 1988).

VII. POLINOMIOS ORTOGONALES EN DCA.

El siguiente ejemplo (tomado de FERREIRA y PIAGGIO, 1992)
ilustra 1la aplicaciétn de 1los polinomios ortogonales en el
contexto de wun Disefio Completamente al Azar (DCA). Se desea
determinar la funcién polinomial que mejor represente la relacién
entre el ¥ de vermicullita(X) y el % de humedad del substrato(Y);
Para este estudio, el contenido de humedad (%) fue medido en
cuatro substratos que se formaron agregando al suelo 0, 10, 20 y
30% de vermicullita, obteniéndose los resultados que se muestran
en el cuadro 2.1.
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Cuadro 2.1. % de humedad en substratos de suelo con cuatro

niveles de vermicullita.

r T T T T 1
| Repet Trat (%) | o | 10 | 20 | 30 |
L ] 1 1 | ]
r* T | 1 I 1
| 1 | 9.8 | 10.2 | 12.3 | 13.3 |
| 2 | 13.4 | 12.4 | 11.7 | 12.8 |
| 3 | 10.2 | 13.1 | 12.8 | 13.2 |
| 4 | 10.6 | 12.2 | 13.6 | 14.1 |
| 5 | 9.4 | 11.5 | 13.1 | 14.2 |
1 ] 1 | i i |
[ T | T T 1
| Total | 53.4 | 59.4 | 63.5 | 87.6 |
L 1 | i 1 ]
Solucién:

La operaciétn de rutina consiste en realizar el ANDEVA para

determinar si hay diferencias entre
ser el siguiente (cuadro 2.2):

tratamientos. Este resulta

Cuadro 2.2. Andlisis de varianza del porcentaje de humedad en
sustratos Suelo-vermicullita.

F.V. G.L. S.C. C.M. Fc.
tratamientos 3 22.0255 7.3418 6.355 **
error 16 18.4840 1.1553
Total 19 40.5095
Dado que existe diferencia estadistica altamente

significativa, es necesario descomponer los GL de tratamientos en

tres modelos polinémicos (lineal, cuadrédtico y cubico).
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Recurriendo a 1la "tabla de polinomios ortogonales"” del
anexo, para n = 4, y utilizando los totales de cada tratamiento

se tiene:
] SC(Ck) 83 1
Yi. 33.4 59.4 3.5 61.6 Pik? Ck = EPikYi. Ckt/ErjPiks Bk = Ck/ErPikt
Pii -3 - 1 3 20 Cl = 4.7 21.8089 Bl = 46.7/3(20) = 0.447
Pi2 1 -1 -1 1 4 €2=-1.9 0.1803 B2 = -1.9/5(4) = -0.093
Pi3 -1 3 -3 { 20 3= 1.9 0.0364 BY = 1.9/5(20) = 0.019

X Cxk = ZPi1nYs.

Ci = ZP11Ys. = (-3)(53.4)+(-1)(59.4)+(1)(63.5)+(3)(67.6) = 46.7
Cz = ZPazY¥s. = (1)(53.4)+(-1)(59.4)+(-1)(863.5)+(1)(67.6) = -1.9
Ca = EPaa¥Ya. = (-1)(53.4)+(3)(59.4)+(-3)(63.5)+(1)(67.8) = 1.9
¥k SC(Cx) = Cx®*/ZrPix*
SC(Ci) = Ca®/ZrPi11* = (46.7)*/5(20) = 21.8089
SC(Cz2) = C=2*/32rPi2* = (-1.9)%2/5(4) = 0.1805
SC(Ca) = Ca?/2rPia® = (1.9)2/5(20) = 0.0361

kX Bx = Cx/SrPix®

Bi = 46.7/5(20) = 0.467
B2 = -1.9/5(4) = -0.095
Ba = 1.9/5(20) = 0.018

Ahora, el cuadro de ANDEVA que incluye el estudio de los
modelos polinémicos para representar a las variables en estudio,
es el siguiente (cuadro 2.3):
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Cuadro 2.3. Andlisis de varianza y estudio de modelos polin6émicos
del porcentaje de humedad en sustratos de Suelo con
dosis crecientes de vermicullita.

F.V. G.L. S.C. C.M. Fe.
tratamientos 3 22.0255 7.3418 6.355 *=*
F. lineal 1 21.8089 21.8089 18.878 **
F. cuadrédtica 1 0.1805 0.1805 0.156 ns
F. cubica 1 0.0361 0.0361 0.03 ns
error 16 18.4840 1.1553
Total 19 40.5085

El ANDEVA indica respuesta lineal altamente significativa
para los tratamientos de porcentaje de vermicullita. Esto se
interpreta como un incremento del X de humedad del sustrato
siguiendo una 1linea recta; en promedio el ¥ de humedad del
sustrato aumenta conforme aumenta el contenido de vermicullita.

Para graficar el polinomio, los valores estimados de Y (Q)
para cada valor de X, se pueden calcular fdcilmente a partir del
modelo codificado o del modelo real. Esto es:

El modelo codificado gque representa a las variables en
estudio, seria:

Y = Bo + BiPia

Y = 2Ya/n = 243.9/20 = 12.195
2ZP11Y/rZPa11* = 46.7/5(20) = 0.467

1
;
? 5
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es decir:
Y = 12.195 + 0.467Paa

reemplazando 1los valores de Pii correspondientes a cada
nivel de vermicullita se determina los valores ajustados de ?.

Yi = 12.185 + 0.467(-3) = 10.794
Yz = 12.185 + 0.467(-1) = 11.728
Ya = 12.195 + 0.467( 1) = 12.662
Ya = 12.185 + 0.467( 3) = 13.596

Sin embargo, es8 mejor expresar el modelo en funcién de la
variable original (X). Por tanto es necesario reemplazar.

Pi1 por = 81[(Xa1 - X)/I],

Es decir:
Pii = 2[(Xa

15)/10]

0.2X1 - 3

Pia

Reemplazando en la ecuacién codificada, se tiene:

Ya

12.195 + 0.467(0.2X1 - 3)

Y1 10.794 + 0.0934Xa
A
Los valores ajustados de Y, para 1los cuatro niveles
estudiados (0, 10, 20, 30%), se obtienen reemplazando los valores
de X correspondientes.

Yi = 10.794 + 0.0934(0) = 10.794
Y2 = 10.794 + 0.0934(10) = 11.728
Ya = 10.794 + 0.0934(20) = 12.662
Y4 = 10.794 + 0.0934(30) = 13.596
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Si se compara los valores ajustados obtenidoes con ambos
modelos (codificado y real), se observa que éstos son los mismos.
Esto sugiere qgque la representacién gréafica del modelo puede
realizarse con cualquiera de los dos modelos. Asi:

fig 1L % de humedad (Y), en sueios con

dosie crecientes de vermicullita (X) , ,~\.~\
14 . ..
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VIII. POLINOMIOS ORTOGONALES EN DBA

Los datos que 8e muestran en el cuadro 2.4 (tomados de
FERREIRA y PIAGGIO, 1992), corresponden a alturas medias de
Cordia alliodora a los tres afios de edad, sometidos a diferentes
densidades de siembra. El1 experimento fue conducido en un disefio
de Bloques completos al azar (DBA).

Cuadro 2.4. Altura (en metros) de adrboles de Cordia alliodora de
tres afios de edad sometidas a cuatro densidades de

siembra.

densidad altura (m)

(arb/ha) bloq. 1 bloq. 2 bloq. 3 bloq. 4
100 6.7 7.1 6.9 7.2
150 6.3 6.3 6.1 6.5
200 6.0 6.2 6.0 5.9
250 5.5 5.1 5.4 5.3

Se desea encontrar 1la funcién polinomial que meJjor
represente la relacién entre la altura (Y) y la densidad (X).
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Solucion:

Como en el ejemplo anterior, en primer lugar se realiza el
ANDEVA, para determinar 1la existencia de diferencias entre
tratamientos. Este anédlisis se muestra en el cuadro 2.5.

Cuadro 2.5. Anédlisis de varianza de alturas medias (m) de Cordia
alliodora de tres afios de edad, sometida a cuatro densidades
de siembra.

F.V. G.L. S.C. C.M. Fe.
bloque 3 0.036875 0.012292 0.34 ns
densidades 3 5.596875 1.865625 51.56 **
error 9 0.325625 0.03618
Total 15 5.9569375
Dado que exliste diferencia estadistica altamente

significativa, es necesario descomponer los GL de tratamientos en
tres modelos polinémicos (lineal, cuadrético y cubico),
considerando a la ultima como desviacién de 1la respuesta
cuadrética.

Tomando los coeficientes polinémicos para n = 4, de la tabla
del anexo y utilizando los totales de cada tratamiento, se tiene:
1] SC(Ck) $3 131
Yi. 27,9 25.2 .1 2.3 Pik? Ck = ZPikYi, Ckt/ZrjPik? Bk = Ck/ZrPik?
Pil -3 -1 1 3 20 €1 = -20.9 3.46012% Bl =-20.9/4(20) =-0,2612%

Pi2 { -1 -1 i 4 €2=-0.1 0.000625 B2 = -0.1/4(8) =- ...
Pi3 -1 3 =3 1 20 €3 = -3.3 0.136125 By = -3.3/4(20) =- ...
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X Cx = ZPixYa.

Ci = 2P11Y1. = (-3)(27.9)+(-1)(25.2)+(1)(24.1)+(3)(21.3) =-20.9
Cz = ZPi2Y1. = (1)(27.9)+(-1)(25.2)+(-1)(24.1)+(1)(21.3) = -0.1
Cs = ZPiaY1. = (-1)(27.9)+(3)(25.2)+(-3)(24.1)+(1)(21.3) = -3.3
%% SC(Cx) = Cu®/2rPix?
SC(Ci) = Ca%®/2rPi1i1® = (-20.9)%,/4(20) = 5.460125
SC(Cz2) = C=2?/2rPi2* = (-0.1)2/4(4) = 0.000625
SC(Cz) = Ca?/3rPis® = (-3.3)%2/4(20) = 0.136125

%% Bx = Cu/ZrPix®

Bi1 = -20.9/4(20) = -0.26125

Por consiguiente, el cuadro de ANDEVA que incluye el estudio

de los modelos polinomiales, es el siguiente (cuadro 2.6):

Cuadro 2.6. Andlisis de varianza y estudio de modelos polinémicos

de alturas medias de C. alliodora sometidas a cuatro
densidades de siembra.

F.V. G.L. S.C. C.M. Fe.
densidades 3 5.596875 1.865625 51.56 ==
F. lineal 1 5.460125 5.460125 150.91 *x*
F. cuadrédtica 1 0.000625 0.000625 0.02 ns
F. cubica 1 0.136125 0.136125 3.76 ns
error 9 0.325625 0.03618
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E1l ANDEVA indica respuesta lineal altamente significativa
entre las diferentes densidades de siembra de C. alliodora. Esto
se interpreta como una disminucién de 1la altura de 1los &rboles
debido al aumento de la densidad de siembra, siguiendo una linea
recta; en promedio el crecimiento (altura) de Arboles disminuye
conforme aumenta la densidad de plantacién.

Los valores estimados de altura del arbol a los 3 afios (Y)
para cada densidad de siembra (X), se pueden calcular facilmente
a partir del modelo codificado o del modelo real. Esto es:

El modelo codificado que representa a las variables en
estudio, seria:

Y = Bo + BiPia

donde:

Bo Y = 2Ya/n = 98.5/16 = 6.15625

Bi ZP11Y1/r3ZP1i1? = -20.9/4(20) = -0.26125

es decir:
Yis = 6.15625 - 0.26125P11

Sin embargo, es mejor expresar el modelo en funcién de la
variable original (X). Por tanto es necesario reemplazar.

P11 por = 81[(X1 - X)/I1],
Es decir:
Pii1 = 2[(Xs1 - 175)/50]
Pii1 = 0.04Xs - 7
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Reemplazando en la ecuacién codificada, se tiene:

Yi 6.15625 - 0.26125(0.04Xs - 7)

Y1 = 7.885 - 0.01045Xs

Los valores ajustados de Y, para 1los cuatro niveles
estudiados (100, 150, 200, 250 plantas/hectéarea), se obtienen
reemplazando los valores de X correspondientes.

Y1 = 7.885 - 0.01045(100) = 6.940
Yz = 7.985 - 0.01045(150) = 6.418
Ya = 7.985 - 0.01045(200) = 5.895
Ya = 7.985 - 0.01045(250) = 5.373

El gréafico correspondiente, se puede trazar con los valores
ajustados; esto es:

fig 2. Altura (Y) de Cordia alliodora,
segin la densidad de siembra (X).
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IX. POLINOMIOS ORTOGONALES EN UN EXPERIMENTO FACTORIAL.

El cuadro 2.7 adapatado de FERREIRA y PIAGGIO (1992),
muestra 1los rendimientos (kg/parcela) obtenidos en un ensayo
factorial con dos variedades de zanahoria a cuatro densidades de
siembra, utilizando el DCA.
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Cuadro 2.7. Rendimiento de materia seca (kg/parcela) de dos
variedades de zanahoria (A y B), a cuatro densidades de siembra.

variedad densidad repeticién
(1lb/acre) I II III
A 1.5 3.80 3.24 3.85
2.0 4.36 3.80 4.17
2.5 5.40 4.55 5.75
3.0 4.70 3.70 4.50
B 1.5 2.82 3.14 3.80
2.0 3.74 4.43 2.92
2.5 4.32 4.90 4.50
3.0 5.35 5.80 5.65

Se desea encontrar el modelo matemdtico que mejor represente
la relacién entre la produccién de materia seca (Y) y la densidad
de siembra (X).

Solucioén:
Como en los dos ejemplos anteriores, el primer paso consiste
en realizar el ANDEVA de rutina. Este resultado se muestra en el

cuadro siguiente:

Cuadro 2.8. Anédlisis de varianza del rendimiento de materia seca
de zanahoria a cuatro densidades de siembra.

F.V. G.L. S.C. C.M. Fe.
Tratamiento 7 13.741029 1.963004 8.64 **
Variedad 1 0.008435 0.008435 0.04 ns
Densidad 3 10.083546 3.361182 14.79 *=*
Var.*Dens. 3 3.649046 1.216349 4.35 =*=*
error 16 3.636867 0.227304
Total 23 17.377895
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Los resultados del ANDEVA indican que no hay diferencias
entre variedades, pero sl entre densidades, ademé&s existe
diferencia altamente significativa en la interaccién variedad por
densidad. Por tanto, es necesario realizar un estudio de efectos
simples para conocer la variacién del rendimiento de materia seca
debido a las diferentes densidades de siembra en cada variedad de
zanahoria.

Recurriendo a la técnica de los "polinomios ortogonales”, y
utilizando los totales de cada tratamiento, se tiene:

Variedad A ' SC(Ck) 83 111
Yi. 10.89 12,33 15.70 12,90 Pikt Ck = ZPikY{, Ck2/ZrjPike Bk = Ck/IrPikt
Pit <3 -1 i 3 20 Cl= 9.40 1.47267 BL = 9,40/3(20) = 0.15667
Pi2 1 -1 -1 i ] C2=-42 1.49813 B2 =-4.24/3(4) = -0.35333
Pi3 -1 3 =3 1 20 C3 = -8.10 1.09350 B3 = -3.3/3(20) = -0.13500
Variedad B ' SC(Ck) 88 "
Yi.  9.76 11.09 13.72 16.80 Pikt Ck = ZPikYi. Ck?/ErjPikt Bk = Ck/ZrPik?

Pit -3 -1 i 3 20 Ct= 23.73 9.40104 BI #23.73/3(20) = 0.39383
Pi2 i -1 -1 i 4 €2 = L7 0.25521 B2 = 1.73/3(4) = 0.14583
Pi3 -1 3 -3 1 20 €3 = -0.89 0.01204 B3 =-0.85/3(20) =-0.01417

X, kK, KKk :
Se calculan como en el caso de los ejemplos anteriores.
por ejemplo, para la variedad A de zanahoria, se tiene:

¥ Cix = ZP1nYs.
Ci = Z2P11Ys. = (-3)(10.89)+(-1)(12.33)+(1)(15.7)+(3)(12.9) = 9.40

*¥% SC(Cx) = Cx®/ZrPix* : SC(Ci1) (9.40)* /3(20) = 1.47267

*%¥ Bi = Cx/2rPix* : Ba 9.40/3(20) = 0.15667
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De esta forma, el cuadro completo de ANDEVA sera el
siguiente (cuadro 2.9).

Cuadro 2.9. Anédlisis de varignza y estudio de modelos
polinémicos del rendimiento de materia seca de
zanahoria a cuatro densidades de siembra.

F.V. G.L. S.C. C.M. Fe.
Tratamiento 7 13.741029 1.963004 8.64 *x*
Variedad 1 0.008435 0.008435 0.04 ns

Variedad A )

F. lineal 1 1.47267 1.47267 6.48 *
F. cuadréat. 1 1.49813 1.498139 6.59 =
F. cubica 1 1.09350 1.09350 4.81 =*
Variedad B

F. lineal 1 9.40104 9.40104 41.35 **
F. cuadrat. 1 0.255621 0.25521 1.12 ns
F. cubica 1 0.01204 0.01204 0.05 ns

error 16 3.636867 0.227304

El cuadro 2.9, indica 1la existencia de una respuesta cubica
para la variedad A, y respuesta lineal para la variedad B.

La construccién de los modelos para cada variedad, se dejan
para el interesado como ejercicio.
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X. POLINOMIOS ORTOGONALES EN UN DISENO DE PARCELAS DIVIDIDAS

El ejemplo que s8e muestra a continuacién se ha tomado de
Tineo (1993). Se desea encontrar el modelo polinomial que exprese
el comportamiento reproductivo de tres especies de lombrices de
tierra en un periodo de siete semanas de alimentacién. Los
resultados se muestran en el cuadro 2.10.

Cuadro 2.10. Producci6tn de ciapsulas por tres especies de
lombrices de tierra, AYACUCHO, PERU, 1991.

L‘ ESPECIE | L. Andahuayl.
FECHA L] I II III

. foétida " R. Ayacuchana
II III I IT III

30-07-91 3 7 5 1 0 2 2 2

A || =]

06-08-91 24 26 30 4 3 3 3 7

13-08-91 23 26 30 11 16 21 11 10 9

20-08-91 18 21 20 18 14 19 7 8 6

27-08-91 12 21 15 ie 11 15 7 2 10

03-09-91 1 6 1 2 3 4 0 0 1

10-09-91 0 1 0 4 1 2 “ 1 0 0
Solucién:

Como puede observarse, las evaluaciones de la produccién de
cédpsulas por 1las lombrices se han realizado semanalmente. Esta
estructura correponde a un arreglo de "Parcelas Divididas en el
Tiempo"”, por lo que su andlisis debe ser tratado en esa forma.

En primer 1lugar se realiza el ANDEVA ordinario. Los
resultados de éste se muestran en el cuadro 2.11.
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Cuadro 2.11. Anédlisis de varianza de la produccién de céapsulas
por tres especies de lombrices de tierra en siete
semanas de crianza.

F.V. G.L. S.C. C.M. Fe.
Especie 2 953.7460317 476.8730159 36.95 **
error (a) 6 77.428571 12.904762
Fecha 6 2463.777778 410.629630 83.72 **
Esp.*Fecha 12 927.365079 77.280423 15.76 **
error (b) 36 176.5714 4.90476
Total 62 4598.8889

En vista de que 8se ha encontrado respuesta altamente
significativa en 1la interaccién especie por fecha, se realiza el
estudio de efectos simples de fechas dentro de cada especie.

Asi se encontrard el modelo polinomial de 1la produccién de
cdpsulas para cada especie de lombriz de tierra.

De la tabla de ‘“polinomios ortogonales” del anexo, se
obtiene 1los coeficientes para n = 7. Con 1los totales de cada
fecha en cada una de las especies, se realizan cédlculos similares
al de los ejemplos anteriores.

Linda Andahuaylina L} SC(Ck) 83 1"
Yi. 15 80 79 %9 48 8 1 Pik? Ck = IPikYi, Ck2/IrjPik? Bk = Ck/IrPik?
Pit -3 -2 -1 0 1 2 3 28 L= -217 5605833 Bl = -217/3(28) =-2.,58333

Pi2 5 0 -3 -4 -3 0 5 o4 2= -3537 1144.3214 B2 = -337/3(84) =-2.13093
Pi3 -1 1 1 0 -1 -1 6 3= 89 440.0556 BY = 89 /3(8) = 4.904M4
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Eisenia foetida $ SC(Ck) &3 13

Yi, 2 13 48 51 42 9 7 Pikt Ck = IPikyi, Ck2/ErjPik? Bk = Ck/ZrPik?
Pit -3 -2 -1 0 1 2 3 28 ClL = 1 0.0119 Bl = 1/3(28) = 0,01190
Pi2 5 0 -3 -4 -3 0 5 o4 C2s - 429 730.3214 B2 = -429/3(84) =-1,70238
Pi3 -1 1 1 0 - -1 1 [} €l = 15 12,5000 BY = 19 /3(8) = 0,83333
Roja Ayacuchana ] SC(Ck) 83 1
Yi. 6 13 30 24 19 { 1 Pik? Ck = EPikYi, Ck?/ErjPik? Bk = Ck/ZrPik?
Pitf -3 -2-1 0 § 2 3 28 Ct= -390 29.7619 BY = =50 /3(28) =-0.59324
Pi2 S 0 -3 -4 -3 0 5 o4 2= -19% 152.4444 B2 = -196/3(84) =-0,77778
Pi3 -1 ¢t 1t 0 -1 -1 [ C3= 18 18,0000 B = 1B /3(6) = 1.00000

X, kK, kKX :
Se calculan como en 1los ejemplos anteriores. Asi por
ejemplo, para la Especie Eisenia foetida:

X Cx ZPaixYs.

Ci ZP11Ys. =
(=3)(2)+(-2)(13)+(-1)(48)+(0)(B1)+(1)(42)+(2)(9)+(3)(7) = 1

¥ SC(Cx) = Cw?/ZrPix®

SC(Ci) = (1)*/3(28) = 0.01190
*%% By = Cx/ZrPix?

Bi1 = 1/3(28) = 0.01190
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Ahora, el cuadro completo de ANDEVA serd el siguiente:

Cuadro 2.12. Anédlisis de varianza y estudio de modelos
polin6émicos de la produccién de cépsulas
por tres especies de lombrices de tierra
en siete semanas de crianza.

F.V. G.L. S.C. C.M. Fe.
Especie 2 953.7460317 476.8730159 36.95 **
error (a) 6 77.428571 12.904762
Fecha 6 2463.777778 410.629630 83.72 **
Esp.*Fecha 12 927.365079 77.280423 15.76 *=*
Linda Andahuaylina
Lineal/L.A. 1 560.583333 560.583333 © 114.29 *=*

Cuadrt/L.A. 1 1144.321429 1144.321429 233.31 *=*

Caibica/L.A. 1 440.055556 440.055556 89.72 *=*
Eisenia foetida

Lineal/E.f. 1 0.011905 0.011905 0.00 ns

Cuadrt/E.f. 1 730.321429 730.321429 148.90 *=*

Cibica/E.f. 1 12.500000 12.500000 2.55 ns
Roja Ayacuchana

Lineal/R.A. 1 29.761905 29.761905 6.07 *

Cuadrt/R.A. 1 152.444444 152.444444 31.08 **

Cabica/R.A. 1 18.000000 18.000000 3.67 ns

error (b) 36 176.5714 4.90476

El cuadro 2.15, indica que el ritmo de producciédn de
cdpsulas por la lombriz de tierra, obedece a un modelo cubico en
la Linda Andahuaylina; mientras que en la Eisenis foetida y Roja
Ayacuchana se ajustan mejor a una funcién cuadréatica.

La construccién de los modelos para cada especie, se dejan
como ejercicio.
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A N E X O

TABLA DE COEFICIENTES PARA POLINOMIOS ORTOGONALES

n=3 n=4 n=25
Pia Piz Pia Piz Pis Pia Pi2 Pia Pia
-1 +1 -3 +1 -1 -2 +2 -1 +1
0 -2 -1 -1 +3 -1 -1 +2 -4
+1 +1 +1 -1 -3 0 -2 0 +6
+3 +1 +1 +1 -1 -2 -4
+2 +2 +1 +1
ZPix®* 2 6 20 4 20 10 14 10 70
O 1 3 2 1 10/3 1 1 5/6 35/12
n==6 n==17
Pia Piz Pis Pia Pis Pia Piz Pais Pia Pis
-5 +5 -5 +1 -1 -3 +5 -1 +3 -1
-3 -1 +7 -3 +5 -2 0 +1 -7 +4
-1 -4 +4 +2 -10 -1 -3 +1 +7 -5
+1 -4 -4 +2 +10 0] -4 0] +6 0
+3 -1 -7 -3 -5 +1 -3 -1 +1 +5
+5 +5 +5 +1 +1 +2 0 -1 -7 -4
+3 +5 +1 +3 +1
ZPix® 70 84 180 28 252 28 84 6 154 84
Sxc 2 3/2 5/3 7/12 21/10 1 1 1,6 7/12 7/20
n=2=8 n=29
Pia Piz Pis Pia Pis Pia Piz Pisa Pia Pis
+1 -5 -3 +9 +15 o -20 0 +18 0
+3 -3 -7 -3 +17 +1 -17 -9 +9 +9
+5 +1 -5 -13 -23 +2 -8 -13 -11 +4
+7 +7 +7 +7 +7 +3 +7 -7 -21 -11

———— ————— ——— ——— ——— — ——— ——— ——— — —— . —— ———————————————————— ————— ———_—————

ZP1x* 168 168 264 616 2184 60 2772 990 2002 468
Ok 2 1 2/3 T/12 7/10 1 3 5/6 7/12 3/20





