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1. INTRODUGAO

A produdgb é um processo no qual alguns bens e servigos chama-
dos insumos se transformam em outros denominados produtos., Dai se
pode concluir que a produgao de uma emprésa depende da quantidade e
do tipo de insumos utilizados. O objetivo primordial de uma empré-
sa agricola, bem como de qualquer outro tipo de empré&sa, & o lucro.
Logo podemos afirmar que a fungao do administrador rural & combinar
os insumos de maneira a obter uma produqab que maximize os lucros
da emprésa. Na agricultura, os fertilizantes podem ser situados en
tre os insumos de maior import&ncia devido a sua reconhecida capaci
dade de influenciar a produegb.

Nos paises da América Latina, a maioria dos técnicos ao fazer
recomendaqsba s8bre aplicang de adubos baseia-se nas deficiéncias
nutritivas do solo, determinadas na maioria dos casos por anllises
quimicas ou experimentos de campo, e na quantidade de nutrientes re
queridos pela cultura para produzir uma determinada colheita, sem
dar muita import&ncia ao aspecto econ8mico. Outro fato a considerar
é o uso indiscriminado de métodos de anélise quimica do solo sem
que se haja selecionado o método mais apropriado e realizado uma ca
libraqab criteriosa do mesmo, para os solos da regifo. Como conse-
quéncia de tais fatos, o técnico, na maioria das vézes, recomenda
doses de adubo inadequadas e o agricultor perde dinheiro por apli-
car uma dose excessiva de fertilizante ou deixa de aumentar o seu
lucro por usar uma dose de adubo inferior 3 economicamente recomen-
divel, a qual lhe maximizaria o lucro.

Atualmente os técnicos estdo se despertando para tais proble-

mas e buscam uma metodologia que lhes permita fazer recomendagoes



-2-

de adubagao mais precisas e confilveis. Provavelmente o primeiro
passo seria a selegao e calibragao do método de andlise quimica do
solo, porém, até o momento, nao existe uma técnica geral de calibra
¢ao, por tal razao & necesslrio estabelecer um modélo matem&tico
que descreva mais realisticamente a relagao entre o rendimento do
cultivo, a dose de nutriente aplicada em forma de adubo e a quanti-
dade de nutriente existente no solo em forma assimilélvel 3s plantas.
Entretanto, muito pouca atengao se tem dado a &ste iltimo (nutrien-
te existente no solo), quando existe a possibilidade de estimar ma-
temdticamente éste par&metro. Por outro lado, o cAlculo das doses
de nutrientes necessé&rias para maximizar o lucro se torna relativa-
mente fécil se conseguimos ajustar uma funqab que, dentro de certos
limites de confianga, descreva a relagao entre insumo e produto. A
funng que descreve essa relagao recebe o nome de modélo de respos-

ta a fertilizantes e constitui o objeto déste estudo.

11 O Broblema

Muitos tipos de equagoes algébricas podem ser usados para deri
var as funqabs de produqab. A mesma forma nao pode ser usada para
caracterizar a produgao agricola baixo diferentes condiq3bs anbien-
tais. A forma algébrica da fungdo e a magnitude de seus coeficien-
tes variaré com o solo, o clima, o tipo e variedade de cultivo, etc.
(25). Portanto, um problema em cada estudo & a selegao de uma for-
ma algébrica da fungao que seja consistente com o fato prético.

Unma orientagzb s8bre formas apropriadas pode provir de pesquisas

prévias e de teorias envolvidas no estudo. A seleqab de qualquer
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tipo especifico de funggb para expressar o fenSmeno da prodqub,
automdticamente impoe certas restriézés ou auposiq3bs cém respeito
38 relagoes envolvidas e &s quantidades 6timas de insumo que serao
especificadas.,

Alguns pesquisadores nao tomam em consideragao os nutrientes
inicialmente existentes no solo; entretanto a fuanb de resposta que
considera sdmente o adubo aplicado est& incompleta. Portanto, &
interessante avaliar o efeito do nutriente existente no solo e
aquéle adicionado em forma de adubo s8bre o crescimiento das plan-
tas. Para separar 8stes dois efeitos é necessfrio determinar a
quantidade de nutrientes disponiveis ao cultivo existentes no ®lo,
visto que a dose de fertilizante aplicada é conhecida. Aparentemen
te, existem dois métodos para determinar o total de nutrientes dis-
poniveis ao cultivo, existentes no solo: o primeiro seria por deter
minaqab direta através do ajustamento da curva de resposta e o se-
gundo seria por anflise quimica do solo. A exatidao do valor deter
minado matemdticamente dependerf& do ajustamento da curva em relagao
aos dados experimentais, ao passo que a exatidao do valor determina
do por anflise quimica dependerf do método usado, isto supondo que
a amostra do solo fol bem colhida e qué os erros de laboratério
estejam dentro de limites aceitéAveis. Assim, apbés o ajustamento da
funqu de resposta, o problema consistiria em selecionar o método de
anflise quimica mais apropriado para a regido, isto &, aquéle que
proporciona os resultados que melhor se correlacionam com os val8res
determinados matemadticamente a partir do mod&lo de resposta. A

seguir seria indispensfvel calibrar o método selecionado estabele-
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cendo critérios de interpretacab para os valdres determinados por
anflise quimica. Nesta parte seria de grande valor o conhecimento
da quantidade de nutriente éxistente no solo em forma assimilével
as plantas, que serviria como térmo de comparagab para a avaliacab
dos vallres determinados por anfilise quimica. A estimagao matemé-
tica do par&metro '"contefido inicial de nutriente no solo" através
da fun¢36 de resposta nos forneceria ésse t8rmo de comparaqab para

a calibragao do método de anhlise quimica selecionado.

Tele6 Objetivos

1) Intentar a seleqﬁb da forma de fungao de produqﬁb que me-
lhor se ajuste aos dados experimentais.

2) Determinar a dose de adubo que maximiza a resposta e estu
dar sua relaqab com a dose economicamente recomendével.

3) Estudar as alteragoes causadas na dose que maximiza a
resposta ao considerar na equang a quantidade de nutri-
ente existente no solo, determinada matemdticamente e por
anflise quimica.

L) Verificar a correlaegb existente entre a quantidade de
nutriente existente no solo, determinada matemdticamente e

por anélise quimica do solo.
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2. REVISAO DE LITERATURA

Heady e Dillon (25) consideram a '"lei do minimo" de Justus
Von Liebilg como a primeira tentativa para definir a relang entre o
adubo aplicado e o8 rendimentos de um cultivo, Liebig estabeleceu
que um solo contendo todos os nutrientes necesséArios para o cresci-
mento da planta, exceto um, & estéril para todos os cultivos para
08 quais o nutriente ausente & indispensével. %le acreditava que
o8 rendimentos de um cultivo eram proporcionais a quantidade de
nutrientes aplicados ou provistos pelo solo, e que quando todos os
nutrientes estavam presentes no solo em quantidades suficientes, a
adiqab de um ou mais nutrientes nao incrementaria o rendimento.
Liebig nao sugeriu equaqgés algébricas para representar seu concei-
to sdbre a fungao de produgdo para cultivos, porém a forma algébri-
ca involucrada & sobremodo 6bvia., Cada nutriente atuaria como um
fator limitante para os demais. A fungao de prodqub se reduziria
a uma regressgb linear com um incremento constente na produgab por
hectare para cada unidade de adubo aplicada, Em geral &ste tipo de
funng de prodqub tem sido desaprovado. Entretanto, .a maioria das
funngs de produgao provavelmente tem um "ponto de Liebig" onde to-
dos os nutrientes sao limitantes e a adigao de qualquer um déles
ndo aumenta a produgio. Este "ponto de Liebig" corresponde ao pico
da superficie de resposta onde as linhas de isocusto convergem e a
curva de isoresposta que define esta prodqub se reduz a um ponto,
Baule sugere que a lei do minimo de Liebig supunha que as plantas

absorviam os nutrientes sbmente em uma dada relaqab e que o rendi-
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mento variaria diretamente com a quantidade disponivel do nutriente
existente em menor quantidade, Heady e Dillon (25) declaram que
Bondorff e Plessing interpretaram essa lei como representada pela
forma algébrica
Y =aX (2.1)

onde Y & a produgao, X & a quantidade do nutriente, e a &€ a constan
te ou coeficiente que define a rela#Eb de transformang. Boresch,
citado por Heady e Dillon (25), considera que a lei de Liebig pode
ser representada como

Y =c+aX (2.2)
onde Y & a produgao total, ¢ & o nivel de produgao em auséncia de
aplicagao de X, o nutriente adicionado. A extensao déstes concei-
tos para mais de um nutriente, no caso da equagab (2.1), a funqab
para tré&s nutrientes seria Y = a X, Xy Xg e a produggb seria propor
cional a aplicaqsb de qualquer fertilizante., A prodqub seria zero
na auséncia de qualquer um dos tré&s nutrientes. Entretanto, esta
forma algébrica nBo definiria diretamente a produgdo méxima discuti
da por Liebig.

A primeira tentativa mais realistica para definir a natureza
algébrica da fungab de prodqub adubo=cultivo foi aquela de
Mitscherlich em 1909, conforme afirmam Heady e Dillon (25). Ele
foi talvez, o primeiro agrfnomo a sugerir uma funng de produﬁgb
nao linear para relacionar a aplicang de adubo com a produggb do
cultivo. Com a qolaboraggb de Baule, um matemético, para explicar

a resposta a fertilizante &le propos a equagao
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Y =4 (1 - 107c(X + 5)> (2.3)

que também poderia obter-se de uma simples equagao diferencial da
forma %% =c (A-Y). Na equagao (2.3), A & a produgao méxima
tebrica quando se aumenta indefinidamente a dose de um nutriente, X,
e ¢ & uma constante de proporcionalidade, definindo o valor no qual
a prodqub marginal declina. TUma objeggb a equaqab de Mitscherlich
era de que nao dava produtos marginais negativos, ou produqSBs to-
tais decrescentes. PEm consequéncia, Mitscherlich realizou uma adap
taggb para permitir esta conding. A equaqab adaptada pode ser es=-
crita como

Y = (1 - 10"°x> <10-kx2> <1o°> (2.4)
onde k é um fator de perda devido a doses excessivas de X.

Mitscherlich considerava o coeficiente c constante para todos
os cultivos, ndo sendo afetado pelo tipo de cultivo, solo, clima ou
outros fat8res ambientais. Entretanto, diversos autores (2, 6, 7,
34, 35) tem publicado trabalhos que expressam a variabilidade de c.
Bray (7) postula que ¢ pode ser constante para uma forma de nutri-
ente do solo relativamente imovel, se certos fat8res de crescimento
nao variam. Lavollay, citado por S&nchez de la Puente (35), indica
que o valor ¢, de um nutriente dado, varia se variam os nutrientes
que guardam relang fisioldégica com &ste, mas nao com os outros nu-
trientes. Por outra parte, Van Der Paauw (40), estudando o método
estatistico aplicado por Mitscherlich - Willcox (43) - encontra me-
lhores ajustes com outros val8res de c, distintos dos assinalados

por Mitscherlich,
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S&nchez de la Punte (36), aplicando a equagao de Mitscherlich
a diversos experimentos de campo, constatou que os parfmetros da
eduagsb (A, 8, c) variam com o tipo de solo, a planta cultivada, a
forma quimica do nutriente existente no solo e as condigoes climfti
cas, Malavolta (29) afirma que ¢ varia de ac8rdo com o cultivo, o
clima e o tipo de solo.

A lei de Mitscherlich tem sido estudada por intmeros pesquisa-
dores., No Brasil destacam~se os trabalhos realizados por Pimentel
Gomes e seus colaboradores (19, 20, 21, 22). Pimentel Gomes e
Abreu (21) criaram, a partir da equagao de Mitscherlich, uma férmu-

la para o cllculo da dose mais econ8mica de adubo:

X = G} X+ G log %’;‘(‘—u (2.5)

onde u & o aumento de prodqub do produto agricola, obtido.com a
dose Xu do nutricnte, w é o prego unitério désse produto agricola,
pago ao agricultor, t é o prego unitério do nutriente e ¢ é o coefi
ciente de eficéacia,

Bray (5), reconhecendo que as formas originais do solo e o nu=-
triente aplicado como adubo poderiam possuir diferentes coeficien-

tes de eficécia, modificou a equang original de Mitscherlich para

Y = A (1 - 10"%1h - °x> (2.6)

onde ¢, e ¢ sao os coeficientes de efichcia de 8, nutriente do solo,
e de X, nutriente adicionado como adubo, Para §, Bray usou o valor
determinado por an&lise quimica do solo (8) ao passo que Mitscher-

lich usou a equang para calcular § em t&rmos de unidades de adubo

adicionado ao solo. Ranganathan et al. (34), em trabalho publicado
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recentemente, chegaram & conclusao de que o conceito de Mitscher-
lich = Bray pode ser usado com sucesso nos estudos s8bre funq3bs de
resposta dos cultivos e que as desviagOes dos parfmetros nao devem
ser atribuidas A& falha désse conceito, mas como uma indicaQEB da in
terveneab de outros fat8res limitantes.

Trabalhando independentemente e sem o conhecimento do trabalho
realizado por Mitscherlich, Spillman (38) propos uma fungao de pro-
dugao exponencial, que essencialmente & aquela de Mitscherlich. A
fungao de produgao total de Spillman &

Y = M- aR® (2.7)

onde M é a produ¢36 méxima tedrica quando se aumenta indefinidamen-
te a dose de um nutriente, X, A é uma constante que define a méxima
resposta atingivel pelo uso de X, e R é o coeficiente que define a
relaqab pela qual a produtividade marginal de X declina, Spillman
desenvolveu esta equacab 2pbs examinar resultados de experimentos
de adubagab de algoddo em Carolina do Norte. Ao contrério de Mits-
cherlich, &le acreditava que as constantes na fungao de produgao va
riavam com as condigoes ambientais. Na equagao (2.7), a produgao
total atingivel pode ser definida como M = Yo + Y onde Y, é a produ
¢80 total quando x = O e Y & o aumento na produgao correspondente a
vérios valdres de X. Portanto podemos definir a produqab futura na
auséncia do nutriente varilvel (x = 0) como Yo = M - A enquanto a
ading na produgao é Y = A (1 - Rx). Usando éstes componentes, a
produgao total é Y = T o+ Y =M= 4+ 4 (1 - Rx) =M - ARx, confor-

me foi indicado na fungdo (2.7)., O térmo 1 - rX pode ser definido
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como proporng da fra¢ab de suficiéncia., Se X & zero, a resposta

também & zero. Como X aumenta em magnitude, a fragao 1 - Rx, ou a
percentagem representada por ela, declina e a resposta aproxima-se
do limite matem&tico A. Portanto a curva de insumo-produto é as-

sintética para A quando a medigao & de resposta & varilvel mais o

resultado proveniente de insumos fixos.

Segundo relatam Heady e Dillon (25), Baule ampliou a equagao
de Mitscherlich para incluir n varifiveis., Sua equang era baseada
no conceito de "'percentagem de suficiéncia' para nutrientes indivi-
duais, Baseado no trabalho de Baule, Spillman (38) desenvolveu a
equagao

Y = A(1-8) (1-1Y (2.8)
onde Y & a resposta para insumos varifveis, A & a produgdo mAxima
tebrica, R & a relagao das séries de incrementos na produgao para
sucessivos incrementos unitérios de X e Z; o tamanho da unidade em
cada caso sendo tal como para fazer R = 0,8. Para esta funng as
varifveis servem como fatdres limitantes para magnitude zero de ca-
da uma, pois que 1 = R° = O,

Pfeiffer e FrBlich sa@o citadcs por Heady e Dillon (25) por ter
usado em 1912 um polin8mio de segundo grau de uma 86 variével para
descrever a relagao entre a produgao e o suprimento de nitrogénio.
Panse (31) usou uma equang désse tipo para representar dados de
produgao de algoddo. Briggs, citado por Heady e Dillon (25), suge-

riu o uso de uma funcab hiperbdlica

_ (X +8) E
T = X+ 8§+h (209)
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onde E § a produgao mixima tedrica, § & a quantidade de X existente
no 80lo e h & a dose 6tima de insumo. Heady e Dillon (25) declaram
que funqgés similares de tipo hiperbédlico foram sugeridas por
Boresch, Balmukand, Baule e Bondorff., Thelau & também citado por
sugerir uma funggb cliptica para caracterizar a resposta de culti-
vos & aplicagado de fertilizantes.

Crowther e Yates (16) analisaram experimentos de adubagao rea-
lizados na Gran Bretanha entre 1900 e 1941, bem como experimentos
similares realizados na Europa, como base para a formulang de uma
politica para fertilizantes durante o tempo da guerra. fles enfati
zaram que &s conclusoes finais s8bre resposta a fertilizantes pode-
riam basear-se numa série de experimentos realizados em anos dife-
rentes, com diferentes culturas e baixo situaqsbs varifveis de lu-
gar e solo. A funng usada para algumas das estimativas era
Y=Y +4d (1 - 10-kx), uma modificagao da férmula de Mitscherlich,
onde Y, é a produgao sem ~dubo, d é o limite da resposta, X & a do-
se de nutriente aplicada, e k & um valor constante para cada nutri-
ente, Os val8res médios de k, determinados para os experimentos
britAnicos, eram 1,1 para nitrogénio, 0,8 para fésforo, 0,8 para Po
téssio e 0,4 para estérco, Os autores parecem sugerir que 8&stes
val8res de k sao constantes para diferentes lugares e condiqus. A
equang de Mitscherlich, modificada por Crowther e Yates, também
foi usada por Carey e Robinson (11) e Hodnett (28) para descrever a
resposta a fertilizantes em cultivo de cana de agfcar,

Hagin (23) declara que Putter adaptou a equaq;b de Michaelis,



geralmente usada para reagoes enziméticas, para calcular as curvas
de resposta a fertilizantes. A equang de Michaelis modificada se-
ria

A C
Y = A -5 T (2.10)

onde Y é a produqsb obtida pela ading de X unidades de fertilizan-
te a um solo que contém um total de nutrientes equivalente a § uni-
dades de fertilizante. A & a produqsb méxima possivel baixo condi-
goes determinadas e ¢ foi chamado "growth-rate factor". Hagin (23)
realizou um trabalho no qual demonstra que os pontos experimentais
se ajustam tao bem 2 equagao de Mitscherlich como a de Michaelis.

Muitos dos primeiros economistas, tais como Smith, Ricardo e
Malthus, sugeriram hipétese ac&rca da natureza geral da fungao de
produqab na indastria agricola. Dentre os primeiros trabalhos rela
cionados com fungdes de prodqub na indfistria destacam-se os de
Wicksell, Cobb-Douglas e associados. Heady e Dillon (25) declaram
que, em verdade, a equagao que veio a ser conhecidz como Cobb-
Douglas foi tragada por Vicksell. Este economista cita a fungao
como

Y =X X3 X5 (2.11)

e, como nos primeiros ensaios de Douglas, diz que 2~ soma de a, b, ¢
deve ser igual a 1,0. Cobb e Douglas aplicaram uma funng similar
a de Wicksell para dadbs de industrias manufaturadoras norte-ameri-
canas para o perfodo 1899 - 1922, A fungdo adaptada era

k

Y' = b X, x;‘k

(2.12)

onde Y' era o indice de empré&go nas indistrias e X, era o indice de
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capital fixo na indfistria, Mais tarde, por sugestao de Durand, Dou

glas e seus colaboradores alteraram a funqab para

Y =bxx) (2.13)
onde k e j poderiam tomar qualquer valor, Uma das princiﬁaia con=-
tricuigoes de Cobb e Douglas, e também Durand, para o estudo das
fun§3bs de produgs8o foi o desenvolvimento de uma funng de forma
algébrica particular, Esta equaqab tem sido largamente usada devi-
do a sua conveniéncia na interpretagao da elasticidade de produegb,
porque a estimaqab de parfmetros envolve maior nfimero de graus de
liberdade que em outras formas algébricas o que permite retdrnos
crescentes e decrescentes por escala, e porque seu uso envolve cll-
culos simples. A fungdo Cobb-Douglas n@o tem sido usadana agricul-
tura em sua forma original onde a soma das elasticidades individuais
deveria ser igual a 1,0 e, 28 vézes, tem sido usada na distribuiQEB
funcional do produto entre fat8res.

Em 1955, Heady, Pesek e Brown (26) publicaram uma pesquisa rea
lizada para determinar a dose de adubo economicamente recomendével
e a combinang mais adequada de nutrientes para milho, alfafa e tre
vo vermelho. As fungoes de produgao estudadas incluiram fungoes
logaritmicas, exponencizis, quadréticas de produto cruzado e de
raiz quadrada. fles chegaram a conclusao de que a funng de raiz
quadrada era a que permitia as melhores prediQGEs de prodqub.
Colwell e Esdaile (14) usaram a fungao de raiz quadrada para esti-
mar as necessidades de fertilizante na cultura de trigo, sendo que

obtiveram um bom ajustamento. fiste estudo estava baseado em 49
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experimentos de campo. Em trabalhos posteriores sébre calibraqab

de métodos dec anflise quimica do solo, Colwell (12, 13) e Colwell e
Esdaile (15) também usaram uma fungao de raiz quadrada para descre-
ver a relaqab entre o rendimento do cultivo, a dose de nutriente
aplicado em forma de adubo e a anflise do solo. Segundo Colwell
(12), a calibragdo de um método de anflise quimica do solo & reali-
zada através do estabelecimento de uma fungao de produqab geral, tal
que a substituigao dos val8res da anflise de solo proverf estima-
tivas de funqus de resposta particulares, apropriadas para os vald
res da anflise do solo.

Brown et al. (10), em 1956, determinaram as fungoes de produ-
gao e as doses economicamente recomendaveis para a cultura do milho,
em trés tipos diferentes de so0los dos Estados Unidos e com dois e
trés nutrientes varilveis. Os dados foram obtidos de experimentos
realizados em blocos ao acaso com arranjo fatorial de tratamentos.
A selegao das varifveis que deveriam integrar a fungao era realiza-
da por meio de anflise de varifincia. As funqgés usadas eram qua~
dr&ticas. Doll, Heady e Pesek (17) usaram fungoes quadr&ticas e de
raiz quadrada para descrever a curva de resposta a fertilizantes em
cultivos de trigo e aveia. Rstes pesquisadores observaram que os
rendimentos, devidos & aplica¢ab de fertilizantes, estimados pela
fungao de raig quadrada eram inicialmente malores, mas crescilam
menos rhpidamente que os rendimentos previstos pela fungao quadréti
ca, A funng de raiz quadrada estimou uma prodqub mfxima tebrica
a niveis de insumo superiores dquéles em que a funqgh de segundo

grau atingia seu mbximo. Pesek et al. (33), em trabalho posterior,
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também usaram uma funng de segundo grau.

Baird e Mason (1) realizaram um estudo s8bre o efeito de apli-
cangs de N, P e K s8bre a produgdo de milho, usando os coeficien-
tes de regressdo das fungdes de segundo grau e superficies de res-

posta. A fungao usada foi

Y="5 +DbN+Db,P+ bK+ buNa + bazPa + by, K2

+ b, NP + b, ,NK + b, PK (2.14)
onde Y & a produqab estimadaj N, P e K sAo expressados em forma de
cddigo; as letras b sao os coeficientes de regressao, os quais eram
mantidos na funqab sempre que tivessem um valor diferente de zero,
mesmo quando nao eram estatlsticamente significativos., Heady,
Pesek e McCarthy (27) publicaram um estudo s8bre fungoes de produ-
Gao e m&todos para determinar o uso 6timo de adubo sob condigGes
variéveis na produgao de feno, onde declaram haver usado uma fungao
de segundo grau por proporcionar o melhor ajustamento para os dados.
Walker e Long (42), em um trabalho para estudar o efeito do pH do
solo, fbsforo disponivel e potéssio trochvel sobre a produgdo de 80
ja e medir a signific8@ncia dos parfmetros selecionados, usaram tam-
bém uma fungdo do segundo grau.

Em 1967, Pesek, Heady e Venezian (32) publicaram um trabalho
s8bre fungoes de resposta a fertilizantes em relagdo a condigoes
climlticas, localizang, solo e cultivo variéveis, no qual numero-
sas formas algébricas foram testados na anflise dos dados. A forma
quadrfitica convencional foil selecionada como a melhor funqsb para

todos os anos e cultivos. Istes pesquisadores realizaram uma anfli
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se de variflncia combinada para avaliar a contribuiqab relativa do
80lo, clima e nutrientes aplicados em forma de fertilizantes na va-
riagao da produgao em cada lugar e, em geral, constataram que o cli
ma contribui em maior propordgo para a variaqab da produqab. Os
tratamentos fertilizante e tipo de solo também contribuiram signifi
cativamente para a variagao da resposta. Interagoes significati-
vas entre solos e climas, solos e fertilizante, clima e fertilizan-
te também foram constatadas. Os indices climlticos, estimados em
funqab dos dados de precipitang pluviométrica e temperatura para
cada cultivo e localidade, explicaram aproximadamente 57% da variaa
cia para a produgao de milho, 60% para a produgao de aveia e 70%
para a produgao de feno.

Heady e Dillon (25) citam ainda as seguintes formas de funngs

de produgao:

Y a+b

1.5 1.5
1 Xp + byX, - bgX P b, X, 07 + bgX X, (2.15)

b
a X11 e

No N

Y C1 %1502 oC2%2 ' (2.16)

A fungao (2.16) assume que os fat8res s8o limitantes e se X, ou X,
é zero, Y também seré igual a zero,

Se bem que vArios métodos, destinados a incorporar os val8res
determinados por anflise quimica do solo nas fungoes de resposta a
fertilizantes, tem sido sugeridos e ensaiados, um dos que tem conse
guido- mais adeptos & o de Hildreth. Brown, Jackson e Petersen (9)
afirmam que o modé&lo de Hildreth d& bons resultados quando existe
proporcionalidade entre o efeito dos nutrientes do solo e aqueles

aplicados em forma de adubo, sbébre a produqﬁb. Analisando o caso
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de um 88 nutriente, Hildreth considera a produgao como uma funqab
de uma varilvel a qual corresponde & quantidade de nutriente adicio
nado mais a quantidade do mesmo nutriente existente no solo, devida

mente transformada por um fator de proporcionalidade, Em simbolos:

Y f (X) + ¢ (2.17)

X N + W (2.18)

onde Y & a produgao; X & a quantidade de nutriente disponivel no 80
lo, incluindo o nutriente nativo e o adicionadoj; N & o nutriente
adicionados \ & um fator de proporcionalidade; W é o nutriente exis
tente no solo e determinado por anflise quimica; e ¢ & o érro alea-
tério. No método de Hildreth a dificuldade consiste em determinar
o fator de proporcionalidade. Brown, Jackson e Peterson (9) reco-
mendam a realizagao de duas anflises quimicas do solo, uma antes e
a outra depois da aplicagao do adubo. A segunda anflise de solo
proveria uma estimativa do total de nutrientes disponiveis para a
planta a vArios niveis de adubagdo e assim se poderia determinar 1,
a constante de proporcionalidade., Voss e Pesek (41) também publica
ram um trabalho em que apresentam uma variante do método de Hil-
dreth para converter as unidades de nutriente determinadas por ané-
lise quimica do solo em unidades de nutrientes aplicadas en forma

de adubo.
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3, MATERIAIS E METODOS

O presente estudo serf enfocado de dois pontos de vista mutua=-
mente complementares. Em primeiro lugar se reformularéd as leis que
regem as funQGBs de prodqub, analisadas do ponto de vista de mode-
los e sua justificagao matemAtica. Em segundo lugar se analisaré
dados reais provenientes de um experimento de adubaqab para os
quals se estimarf os par@metros numéricamente e se comprovaré o

ajuste das fungoes de produgao.

3.1, Justificagao matemftica das fungoes de produgao com um fator

insumo

Nesta segao se reformularf as leis usadas para descrever a re-
~ ~ ] 3 3
lagao produgao da planta e insumo aplicado ou existente naturalmen-
. 3 - 3 3 (g
te no solo. Devido ao interésse histdérico se considerarao algumas
~ ~ ~ o
fungoes, ainda que de antemao se saiba que nao se adaptam a situa-

~ 3 3 3 2
¢oes reais, pois podem auxiliar a fixar a cronologia dos fatos.

3¢1.1. Lei do Minimo ou Lei de Liebig (1862)

Enunciado: A resposta da planta & diretamente proporcional ao ele=-

mento que se encontra mais limitante.

Hipbtese: E(Y) = 8 (X + §)
onde
Y = varifvel de resposta

8 = taxa de incremento de Y por unidade de incremento de X
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8 = quantidade de nutriente existente no solo, em forma

assimiléivel s plantas.
X = quantidade de nutriente aplicada em forma de adubo

Y
! a
4y
X =P
i '
S S POV D ¢

i
8 X X

Figura 1 - Representegd@io gréfica da Lel do Minimo

Justificagao: Seja Y = f (X, B) a resposta da planta., Assumindo

que f (X, g) & continua e diferenciével no intervalo (k,, k,) impli

ca que f (X, E) se pode expandir segundo a série de Maclaurin

x2

afl x 1 @
f X, 8) =1 (X 8) [yot 3§|x=o *3 Ei£ X=t

onde k1 <t < ka

Se ja 'B = par@metro da fungao de resposta
X = matriz do modé&lo
f (x' E) X=0 - pé
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(_ii I = B
dX |[X=0

1 d"’; ! _
2 aX® Ix=t © €
Entao podemos escrever

Y

g8 + RX + ¢

Y B (X + 8) +¢

Supondo que, em média, ¢ tende a zero, isto &, se o mod@lo suposto

& correto teremos E(e) = O e em consequéncia
E(Y) = B (X + 8)

Em realidade ¢ tem dois componentes: o &rro de truncamento do
modé&lo mais o &rro experimental.

Consideragoes: A fungao de produgdo derivada dos conceitos de Lie-

big se reduz a uma regressao linear com um incremento constante (g)
na produgao (¥) por hectare para cada unidade de adubo aplicada (X).
Em geral &ste tipo de fungao tem sido desaprovado porque os experi-
mentos mostram que a relaggb entre a quantidade de clemento fertili
zante - ou de qualquer outro fator de prodqub (4gua, luz, tempera-
tura, ar) - fornecido & planta e a produgao obtida nao obedece uma
simples linha reta. Assim, aumentando-se progressivamente a dose
de um determinado adubo, a produgao cresce linearmente, depois os
aumentos nas colheitas s3o cada vez menores, hé estabilizaQSb da
produqab e, finalmente, se continuar a crescer a quantidade de abu-
bo, aparecerao sinzis de toxidez ¢ a produgdo cair&. Dai podemos

concluir que a Lei de Lietig tem validez dentro de uma determinada



amplitude de operabilidade, isto &, quando se trabalha com pequenas

doses de adubo, principalmente em solos de baixa fertilidade.

3.1.2. Lei dos Rendimentos Decrescentes ou Lei de Mitscherlich

(1909)
Enunciado: O incremento da funng de resposta Y por unidade de fa-

Hipbtese:

R VIR

8

tor limitante X & proporcional ao decremento a partir

do mlximo tedrico,

E(Y) = A [1 - 10-c(X + s>]

onde

varilvel de resposta

produgao mAxima tedrica

coeficiente de eficéicia

quantidade de nutriente aplicada em forma de adubo

quantidade de nutriente nativo do solo

- ——— e —————— e e D . ¢

Figura 2 - Representag8io grdfice da Lel de Mitscherlich
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Justificagao: Admitindo que Y & a produgdo da planta, X a quantida

de de nutriente assimilfvel & sua disposigao e A uma constante,

teriamos que o incremento da produgao por unidade de insumo &

dY
> = k@G-1
(M
dy
r-—Y- = kdx
Integrando os dois membros da equang obtemos
) dY r
| . /d d
ITa = 1) =K+ k ,dX (2)

em que K & a constante de integraqab. A integral do primeiro mem-
bro se torna mais fAcil se se faz a troca de varilvel da forma Jaco

biana A - Y = t, portanto dY = - dt

onde o simbolo L indica logaritmo natural ou neperiano.

A equagao (2) nos d4 imediatamente

-L (A=-Y) =K + kX _ (3)
Para calcular a constante de integrang K suporemos que a quantida-
de X de nutriente & diSposiqab da planta é nula, Entao a prodqub

Y deve ser igual a zero e fica

-L A=K

filste valor de K substituido na equagao (3) nos d&
-L(A=-Y)==-=LA+KX

ou ainda

L(A-Y)=LA=-KX (%)
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Até aqui supuzemos que X era a quantidade total de nutriente & dis-
posiqab da planta. Mas essa quantidade & igual a quantidade § exis
tente préviamente no solo mais a dose acrescentada em forma de adu-

bo, que indicaremos de agora em diante por X. Obtemos assim

L(A=-Y)=LA=-k(X+8) (5)
Para evitar o uso dos logaritmos neperianos faremos uma tranforma-
cgb que permitird o uso de logaritmos decimais. Se t & o logaritmo
decimal de um nfimero N e s o logaritmo neperiano désse mesmo nfimero,

temos por defining

N=10t, N =€

8
onde e, que & a base {do sistema neperiano, vale aproximadanmente
2,7183. Logo temos

10t = ¢85

Aplicando logaritmo decimal, que indicaremos por log, a essa equa-

Gao:
t log 10 = s log ©

E como log 10 =1, t =1log¥ , s =L N, temos enfim
log ¥ =L N log e

e portanto

Essa férmula nos d& logo

LAa=2088 o gy y) - 108 (A - ¥)
log = log =

E da equagao (5) vem entao
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log (A -Y¥) _ 1log A
log = T log= k (X +8)

Multiplicando tudo por log .z, temos entdo

log (A = Y) =1log A -k (loge) (X + §) (6)
Como log == 0,4343 e, por outro lado, o produto da constante posi
tiva k pela constante log = , nos d& outra constante positiva, En-
tao teremos

c =k + log & = 0,4343 k
sendo ¢ o coeficiente de eficAcia, Ent3o a equagao (6) nos dA:

log (A -=Y) =1log & =c (X + &) (7)

Da equagao (7) deduzimos logo que
Y
log [1 - K] =c¢c (X + 8)

Dai tiramos

Y =4 [1 - q0mc(X + 5)]

Consideragoes: A férmula de Mitscherlich ainda & usada atualmente

por muitos pesquisadores para descrever a curva de resposta a ferti
lizantes. Outros apresentam, porém, como objeQEB mais importante,
o fato seguinte: verifica-se experimentalmente que, a medida que
crescem as doses de adubo, cresce a produgao até certo ponto, para
logo comegar a decrescer, chegando a anular-se quando a quantidade
de adubo utilizada se torna excessiva e 8sse fato importantissimo
néo é considerado na equagao, que nao pode representé-lo. Na préti
ca, entretanto, em geral o que se busca & determinar a dose econ8-

- ~
mica de adubo, logo n2o h& raz@o para trabalhar com doses tao eleva
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das que crusem o desequilibrio fisioldégico da planta com o conse-
quente decréscimo da produgao. issim, dependendo do objetivo da
pesquisa e mantendo as doses dentro de certos limites, a férmula de
Mitscherlich pode perfeitamente ser usada para descrever a curva de

resposta a fertilizantes.

3.7.3. Lei da Resposta Parabdlica ou Polinémio de Segunda Ordem

Enunciado: A taxa de incremento da prodqub da planta por unidade
de insumo X declina parabdlicamente em relang ao eixo
de simetria.

Hipbtese: E(Y) = B, (X + 8) + g, (X + 8)2
onde

Y = varifvel de resposta
X = quantidade de nutriente aplicada em forma de adubo

§ = quantidade de nutriente existente no solo

B, = taxa de incremento de Y por unidade de incremento de X
By = taxa de decréscimo da produgao por unidade de incremento

de X
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1
¥ P, Diretriz

*..__._.. . —— p e ——

N "y
- ———— X

8 x, X3 Xa X,

Figura 3 - Representacg@o grdfica da Lel da Resposta Para-
bSlica

Justificang: Seja Y = f (X , B) a resposta da planta, Assumindo

que f(X , B) & continua e diferenciével no intervalo (k,, k,) im-
plica que f(X, B) se pode expandir segundo a série de Maclaurin:

xa
X=t

1
o+ Ed—x;|xo3dx

onde k1 <t <« kQ

(X, g) = f(X, g)

Se ja

par8metro da fungao de resposta

I
1

matriz do modé&lo

e
1

! .
f (X, E)iX=O =B = B b+ B8



nfo
fof
4

Wi
R

'X:t =€

Entao podemos escrever

Y

(X, B) =B 8+ B8+ (B, +2p8) X+ X2 +¢

Y= (X+8) +8, (X+8)° +e¢

Supondo que, em média, ¢ tende a zero, isto é, se o mod€lo suposto

é correto teremos E(¢) 0 e em consequéncia

B(Y) =g, (X +8) +8, (X+8)3

Na verdade e esté composto pelo &rro de truncamento do modélo e pe-

lo érro experimental.

~ -
Consideragoes: O uso da fungao quadrética para descrever a curva

de resposta a fertilizantes se torna vantajoso quando se opera com
altos niveis de adubo, pois permite representar produqzés totais de
crescentes.

A resposta parabdlica se pode considerar como uma parébola nor
mal deslocada ao redor do ponto mlximo, cujo centro se encontra em

xméx. e Yméx. (Figura 3)

Y=8 (X+38)+p8, (X+5)?
Da derivada primeira obtemos X = =B . 6§ que introduzido na
méx ~ 2 B,
fungdo nos d& a resposta méxima
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Y ax = B1 [%—%: -8+ 6] + B, %—EL -8+ 5 ]2

B2
-pt 8

Tex = 3 8, T T &

=28 +8 -8

!méx 4B, b,

-92 ~
Somando e diminuindo o valor —El-— na fungao, obtemos
B2 ’

2 2
Y + Q‘E; =B, (X +8) +p, (X+ 82+ glg-

el [ [o0 ]
s LR TR

que pode ser escrita da forma

1
-E: ¥ - Yméx) = (x - xméx)2

Dafi podemos obter a forma comum da parébola que estamos procurando

b q (Y - Ym = (X - Xm

2
éx) éx>
onde q & a dist&ncia do vértice ao foco F e
(xm&x’ Yméx) = vértice do n8vo sistema
(X , Y) = vértice do sistema original
0 eixo de simetria ocorre no ponto (X - xméx)a = 0
* = e -—B-L
. xméx [2 Bs + 6]
Do exposto anteriormente se conclui que a fungao quadritica re

s s 2 . ~
presenta uma figura simétrica em relagao ao seu prdéprio eixo o que

ndo se coaduna muito bem com a realidade. Na prética, a curva de
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resposta a fertilizantes apresenta um plat8 bastante amplo em que a
producgb se estabiliza para depois, quando doses excessivas de adu-
bo causam o desequilibrio fisiolbdgico na planta, comegar a decres-

cer em forma assimétrica.
Corolério

1) Lei da Resposta Parabdlica na Variflvel Transformada

Hipbtese: E(Y) = g, (X + 8)P2 4+ g (X + §)F

De ac8rdo com a variagao do valor de p temos os seguintes

casos:

p =1 funqab de raiz quadrada

p * 1 fungao de poténcia fracionada
p = 2 fungao parabdlica

3.1.4., Lei da Fungao de Poténcia (Cobb - Douglas)

Enunciado: O incremento da produgao Y & proporcional a taxa de
transformagao (B,) ou coeficiente de elasticidade da

prodqub quando o insumo muda de magnitude.

Hipbétese: E(Y) =g, (X + )P

Y = varifivel de resposta
X = quantidade de nutriente aplicada em forma de adubo
8§ = nutriente nativo do solo

By = constante

B1 = elasticidade da produgao
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e —————
i

/ - ) - e X
5 X, x, x,

Figura 4 - Representagd@io grdfica da Fung8io de Cobb-Douglas

Justificagao: Seja %% = %% o incremento da produgao por unidade

de insumo, sendo X' = X + §. Integrando ambos membros

dy bY

axr c X
dy _ b ax'
@t <X

log Y = b log X!

+
~

Dai obtemos que

v, X'P2

Y

Como X! X + 8§ podemos substituir na equaqab anterior e obtemos

Y =b, (X + 8) 1

Y =g (x+ &)
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ConsideraqGEB: A funqab de Cobb-Douglas nao pode ser usada satis-

fatdriamente para dados que podem ter produtos marginais positivos e
negativos, ou seja, no caso em que doses excessivas de adubo provo-
quem o declinio da produgao total, Devido ao "achatamento para fo-
ra" da curva, a medida que aumenta a quantidade do insumo, uma pro=-
dugdo méxima nao & definidza, A menos que um Stimo econ8mico seja

determinado para pequenas doses de insumo, a fungao exponencial es-
pecialmente, pode sobrestimar a quantidade de adubo economicamente

recomendével, A equagab do produto marginal seria

dY

% = BoBy (X + 5)B1-1 . BoBy (X + 8)B1

X+ 8

indicando que, se B, = 1, o produto marginal (e também o produto
médio) seré constante ao nivel g,. Quando g, > 1, o produto margi-
nal incrementa com o aumento de X, dependendo da magnitude de B, .
Quando g, < 1, o produto marginal diminui com o incremento de X,
pois que xh < X,

No caso de vlrios fat8res a soma das elasticidades individuais
indica a natureza dos retornos por escala, No caso de dois fat8res,
por exemplo, se a soma das elasticidades g, + 5; = 1, entao uma
determinada percentazem de incremento em ambos insumos resultaré em
uma igual percentagem de aumento na prodqub. Se a soma das elasti
cidades & maior ou menor que 1, a produqab aumentaréd por uma maior
ou menor percentagem, respectivamente, que os insumos. Se a soma
das elasticidades é menor que 1, a funng de poténcia produz uma

. ~ . . PR
superficie que nao possui um pico definido.
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3.1.5. Lei da Resposta Exponencial

Enunciado: A fungao de produgao incrementa em forma exponencial
até um méximo tedrico.

Hipbtese: E(Y) = B, - B, Q'Bz(x + 8)

onde
Y = varifivel de resposta
X = quantidade de adubo aplicada em forma de adubo
8 = nutriente nativo do solo

resposta méxima tedrica

I
n

B, = taxa exponencial de incremento

B, = coeficiente de eficécia

Y|
- . S 4
Pt - B
/’/’
,/'// }
P .
L
/':'i
/
l/ ‘
6 X, X, Xs

Figure 5 - RepresentegBio gréfica da Lel de Resposta Expo-

nenclal
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Justificagao: Considerando que a produGao aumenta na forma

F = & -Dos,

podemos integrar a fungao

Jety - [ea

- 1n (g, = Y) = g, X' + K

1n (B,

Y) = - B X' - K

e efX

By = Y

Bo - Y =72 e-Bzx'

=Y = - gy s p el

Y=g -p 2Pl

Sabemos que X' engloba tanto o nutriente nativo do solo como aquéle
aplicado em forma de adubo, logo X' = X + §. fissim podemos escre-

ver

Bn"B'l

Consideragdes: A fung@o exponencial, demonstrada nesta segdo, cons

titul um caso mais geral da equaqab de Mitscherlich. Quando g, =
B, 8 fung@o se torna idéntica a de Mitscherlich. Como a curva de
resposta & do mesmo tipo a ela se aplicam as mesmas consideraq3és

apresentadas a respeito da equagab de Mitscherlich,
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3.2 Método de ajustamento das curvas

a . ~ . ~
A titulo de ilustragao consideraremos uma fungao de resposta

muito simples do tipo
Y =B+ B, X + £,X% + ¢

que corresponde 2 uma parfbola onde Y & a varifvel dependente e X
a varifivel independente; ¢ é o &rro aleatdrio incontrolével mais o
8rro devido ao fato de que a varifvel X nao explica Y completamen-
te, visto que outros fat8res nao foram tomados em conta, Os parf-
metros B,, B, e B, s30 os coeficientes de regressao da popu1a¢36.
Do ponto de vista matemltico a equagao citada pode ser descrita co-
mo uma relaqzb de causa, unilateral e continua. Nestes térmos Y é
a varilvel de efeito e X é o fator causante. O interésse esté na
relang causal como um todo, especialmente nos coeficientes de re-
gressﬁb, e nao tanto nos val8res de Y que podem ser estimados
através da equagao.

No presente trabalho o ajustamento das curvas seré realizado
através da estimagao de parfmetros nao-lineares pelo método de mini
mos quadrados. Entretanto, a titulo de ilustragao apresentaremos

também a estimagio de para&metros lineares.

3.2 Estimaégb de parfmetros em modelos lineares pelo método de

minimos quadrados.

.ssumindo que o modé&lo e regressao seja de segunda ordem, li-

~
near em relagao a seus perf@metros, como segue
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Y =8, + B X + BX2 +¢ (1)
Os valores de g,, B, B, © € da equagao (1) s3o desconhecidos,
e na verdade ¢ poderia ser dificil de descobrir visto que varia pa-
ra cada observagao Y. Entrentanto, Bys» B, © B, permanecem constan-
tes; embora ndo possamos determinf-los exatamente sem examinar t8-
das as possiveis ocorréncias de Y e X, podemos usar a informagao
provista pelos dados experimentais para dar-nos estimativas b,, b,,
b, de B,y B, © B2» entdo podemos escrever
T =1y +bX + b,X? (2)
onde ¥ representa o valor estimado de Y para dado valor de X, quan-
do by, b, e b, est3o determinados. . equagao (2) pode ent3o ser
usada como uma equagdo preditiva, onde a substituigd@o por um valor
de X forneceria a previsao de um valor médio verdadeiro de Y para
aquéle X.
Supondo que dispomos de n conjuntos de observac?%s (Xl, Yl),

Xop Yo)y oo o (Xn, Yn); entao pela equagao (1) podemos escrever
Y, = B + ByXy +BX] +¢ (3)

O principio do método de minimos quadrados consiste em estimar
os parfmetros B,, B, e B, de tal maneira que a soma dos quadrados
dos desvios (Zei) seja minimo. A equagao (3) pode ser escrita da

forma

€3 = Yi - B - B X1 - B,X§

Elevando ao quadrado e somando obtemos
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n
Teg =T (Y3 = B = By Xy = BX3)2 (&)
=1 i=1

)

i
Para minimizar Zei é necessfrio diferenciar a equagdo (4) com res-

peito a g,, B, e B, e a seguir igualar a zero os resultados.

2

22

SE , 3 - BX3) (=1) =0

]
n
"M
~
L]
H
]
3°
|
W
e
>~

3
d¥ey

- BaX2) (=X3)
331 i Ba i i

]
o

L1}
n
nM™Ms
~
-
e
|
?
!
W
"
o]
He

I
o

(Y; = Bo = ByXy = BoX3) (~X3)

Dai obtemos

Bo Exi + Bl D(i + Ba ng = inYi
BoTX} + By TXY + B TXy = X3y

escrevendo em forma de matriz temos

2

(
n ™y e ( Bo 1 T Yy }
A T N Xy¥, |
b RS ¢ S > & J | B2 | = X3Yy

resolvendo-a obteremos os valdres de §,, B, e B, que minimizam a so
ma dos quadrados dos desvios.
Generalizando a descrigao do método de estimagdo por minimos

quadrados para qualquer nfimero de varilveis controléveis se pode
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escrever o seguinte modé&lo

Y =Xg+¢
onde
Y = vetor de resposta
X = matriz do desenho ou matriz do modé&lo

vetor de par4metros

™
n

€ = vetor aleatdrio com E(g) = O e Var (g) = I o?

ent3o a superficie da soma de quadrados se pode representar por

e'e = (¥ - xg)' (¥ - Xg)

minimizando dita superficie resulta

?
%& = X'Xg - X' =0
X'Xg = X'Y
onde
X'X = matriz de coeficientes das equaqSBe normais

X'y

matriz de somas de produto
~ . . ~
As equagoes normais obtidas aqui sao as mesmas que se encon-
trou anteriormente para o caso particular da equaqzb parabdlica cu-

ja solugdo produz o estimado do vetor de parZmetros.
B = x0” xy

Bste estimado de parfimetro tem a propriedade de ser insesgado
E(@) = (xr0)”7 x'E(Y)

E(B)

n

)~ (xrx) ]

g

E(8)
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Logo o estimado de g é isento de vicio (unbiassed, em inglés).

Por outro lado a varidncia se pode obter na forma usual

Var (ﬁ) = x0T x Var(Y) x(x'x)""
Var (é) = (x'x)'1 Xt 102 x(x'x)""
var (§) = ')V () (xx)~1 o3

var (B) = (xx)71 o2

Dai o estimado da varifincia do vetor ﬁ é a matriz de varifncia-
covarifincia (X'X)”" 82, onde 82 é o quadrado médio do &rro., A ma-
triz de varifncia-covarifncia do vetor § é minima, assim a estima-

G20 pelo método de minimos quadrados & livre de vicio e tem variln-

cia minima,

30242 Estimadzb de par8metros nao-lineares pelo método de minimos

guadrados.

Existem vArios métodos de estimagao nao-lineares, mas em ne-
nhum déles os estimadores mantém exatamente as propriedades vistas
anteriormente para os estimadores obtidos pelo método de minimos
quadrados lineares, Entretanto, os estimados obtidos pelo método
de minimos quadrados ndo lineares tem a propriedade de ser assintd-
ticamente sem vicio e assintdticamente de varifincia minima. O fini-
co método que serf descrito nesta segao e que se usarf 2 seguir & o
método de linearizagao de Gauss, que essencialmente consiste em uma
expansao da série de Taylor, que por sucessivas iteragoes vai me-

lhorando os estimados de parfmetros até haver convergéncia, O
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~
método se descreve 2 continuagao.

B
Seja Y = f (x, E) a funng a ajustar, onde B = B, |- Logo
)

Se ja
r-Y-
2 f o
9B, 'g=8
2 f

por conseguinte

a

Lt

3B, a

g=8 "P2 |p=g

ps

IMN

Y
A
to
Mo

~
equagao transformada se pode escrever

_g0
(51582) + 3—“(9258‘;) + a——%:éjﬁ: )

(1)
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IF = Ly + o+ Bale +€*
ou Y* = ZA+e* (2)
onde 7 = [ﬁ,gg,_zg]
[ =]
ISR
| &

e* = &rro de truncamento e &rro experimental
A equaqab (2) & essencialmente linear em relang a seus parimentros,
portanto se pode resolver seguindo o método de minimos quadrados 1i

neares, Portanto

Bg*gﬁ = Z'Zp - Z2'Y* = 0
A = (z2)7 z0y

que corresponde & solugao inicial

&) (81 - el}
b= | & l = - 82
to | - &

Por conseguinte a primeira aproximagao est& dada por
e } xs
L L !A2+a:’
ERS R ERL

O préximo passo consiste em substituir os val8res iniciais g, g3



- 41 -

(1) () (1)

e &8 por Bi 1 B2 e 8 e se efetua t8das as operagoes indicadas

anteriormente de n8vo, O processo termina quando

s A
'f Bl(1) ] (Bl(in)
I @ i+1
0 | e
6(i) 5(i+1)
{ J

3.3. Estimagao de mAximos nas fungoes de produgao

Nesta segao apresentaremos os métodos para a determinagao da
dose de fertilizante que maximiza a resposta nas diversas funq3bs

de produgdo estudadas no presente trabalho.

3.3.1. Estimagdo de mfiximo na fungdo de Mitscherlich

A fungao de Mitscherlich possui o par&metro A que corresponde
a produgdo méxima tedrica, a qual sdmente & obtida quando X, a dose
de insumo aplicada, tende a infinito., Entretanto, a dose de ferti-
lizante que maximiza a resposta pode ser estimada através da deter-
minagao do ponto de m&xima curvatura, Assim, diferenciando a f6rmu

la da curvatura,

X = a2y/cx2 (1)
- [ ary 13/2
1 + (é%) ]

[ QT 6D -G E[ GT” {3 D)
[+ (2T

£l8
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x . [ GGH->GHE G
X [1+ ) ] 5/5

G G @) e @

Da derivagao sucessiva da equagao de Mitscherlich obtemos

|
o

otemos

- 2
o c(X+8) . d2y

ay _ _ pe2 g=c(X+8)
ax = = - Ac?E

3 -
ng e c(X+8)

que substitufdas na equag3do (2) nos dao

[1 . <Ac e-c(x+6)”>][Aca e—c(x+5)] _ 3[-Ac2 ¢ -c(X+6)]2 [Ac e-c(x+¢5)j|

[1 . Aacze-ac(X+5)]|'Acae-c(x+a)] - 3[A9c" e-ZX(X+5)] [Ac e-c(X+5)]
L

3 [Azc4e-2c(x+6)'] [Ac e.-c(x-..g)-‘
[Aca e '°(i+5)] -

[1 + Azcee-ac(x+6)] =

1 + A2c? e-ZC(x+5) = 3 A%¢? e-2c(x+5)
oAz 2 z=2c(X+8) _ 4 - e-ac(X+5) _ ZA‘I
2c?
~2c(X + 8) = 1n (2A203)-1 M 2c(X + 8) = 1n 2A2c?
2¢(X + 8) = 1n (/2Ac)? M 2c(X + 8) =2 1n /3, p.¢
. =2
c(X + 8) = 1n /B,A.c S Xméx-cln/?l\c-a
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3.3.2. Estimacao de m&ximo na fungao de Cobb-Douglas

As derivadas sucessivas da funng de Cobb-Douglas sao

%% =B B (X+ 8)f1~" - %;g =B B (B = 1) (X + Ol

%;g = B B (B - (g - 2) (X + 5)31-3

que substitufidas na férmula abaixo, cuja origem foi demonstrada na

seqab 3.3.1,
@G @& @ - o

Bo B% <X+6>‘(ﬁ1'1)] BoBy (By=1) (By-2) (x + )Br~2 =

1
Y
+

S[68/8 (- 12 (x + 02 B 2] [, (x v P2 7]

p2pz (xs£)2 P17 (g, -2) = 3[@2 p2cp, -1 ep)Pr7T] (e P

[

+

1+ g2g2 (Xx+8)2 (P11 _ 3 827 (g =)
x + 528" (g, -2)
1 2 o2 . 585 8 (g -1
(x+5)2¢B1-1) v oRkB (3, —)E
1 . 3 8e3(p -1) - pRpi(p, - 2)
(X+6)2(Bl-15 Py =2

(xs5)2 P11 T B, - 2
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1 foB (2 B -1
(X+6)2(81-1) B - 2
- -2 . 2(g,=1)
(x+5)2B1=1) By 5 x+ = 2B B, -2
Bei(2 g, -1 82ps (28, -1)

2(g, -1) -
X & = v Bl 2 -8
max g3p3(2g, -1)

3.3,3. Estimagao de m&ximo na fungao exponencial

Derivando sucessivamente a fungao Y = 80 -84 2-82(X+6)

B2 e~y (X+8) Y %Xa:é = =B, 82 e~8a (X+8)

obtemos %

a3y

(X+8)
ra)

81 Bg e -83

[ GG - E @ -
[1+ (s e O] [ e 0707
3[-81356“32(x+6)]2[8183 e-ga(x+5)] - o
[+ + stsg €28 Xe0] [ g ehalo0)] _

3[p2as € 2P X480 [ g, ¢ ~Pa (X+0)]
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~28, (x+8)7 _ _3_LB§s; e-zaa(x»,a)] &1 A, e-aa(X+5)l

[1+ sz83e

B, 82 o B2 (X+8)
1+ 282 e-282(X+8) _ B2p2 o285 (X+8)
2623 =28, (X+8) _ 4 . o-28,(X+8) _ 2—5;"55
2
-2B,(X+8) = 1n (2 ;31:32)"1 S 2B,(X+8) = 1n 2p383
2B (X+8) = 1n (/28 B8,)2 S 2B,(X+8) = 2 1n /2B B,
X+ 6= Ei 1n /28,8, S X g = 33 1n /28,8, - &

3.3.4., Estimagao de méximo na fungao gquadritica

Na funng de segunda ordem, para estimar a dose de fertilizan-
te que maximiza a resposta, basta igualar a derivada a zero e deter

minar o valor de X.

% = B, +2B,8 + 28X = O

81 + 283 (X+8) = 0O S 2Bz (X+8) = - By

-B - B
[ I . = -
X+ 8 2 B, e xméx §'§§ J

3.3.5. Estimacao de méximo na fungao de raiz gquadrada

No caso da fung3o de raiz quadrada ou polindmio de segunda
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ordem na varilvel transformada, a dose de fertilizante que maximiza

a produgao pode ser obtida igualando a derivada a zero.

ay 8,
= = e———— 3} B, = 0
YR & A
B C B
2 [X+s) = ~ B . V(X+8) = o8
z R _ By VWV
(X +8) = (%'é;) o Xngx = (ZEls'; -6

3.4, Determinacao da dose §tima de fertilizante

Dose 6tima de adubo ou dose economicamente recomendével é
aquela que proporciona o mlximo lucro liquido por unidade de &rea.

Na determinagio da dose &tima de adubo (XOR) é preciso tomar
em conta o prego de venda (P) do produto agricola, o prego de custo
do fertilizante (C,) e os custos fixos (C,). Logo o lucro liquido

(L) corresponderia & fdérmula.

L = PY-0C, -CX (1)

A titulo de ilustrang tomaremos como exemplo uma fungao de produ-
gao do tipo

Y =B,(X+8) + B, (X + 82
Substituindo Y na equagao (1) obtemos

L

P [sl(x +8) + B (X + 5)2] - C, = C,X

e
!

=P B (X+8) +PB X+ 8)2-C, -CX (2)
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Para maximizar o lucro basta derivar a equang (2)

5 - Pl +2mxen)] - ¢ = o0

c

2 B, (X + 8) = [%l - Bl]

1 C
X+ 8§ = 3 ﬁa 51 - Bl '
-8, ¢,
Xor = 78, "~ %% 37Pg, (3)

Entretanto, sabemos que = - 3 corresponde a dose de adubo que ma

28,
ximiza a prodqub, logo podemos escrever

c

- - 1
Yo = Xmsx 2[B, P

Dai se conclui que a2 dose étima de fertilizante & uma fungao da do-

se m&xima tedrica (Xméx)’

3.5, Descrigao dos dados experimentais e anilises quimicas

realizadas no laboratébdrio

Os dados reais, que servirao para estimar numdricamente o parf
metro "fertilidade inicial do solo" por meio do ajustamento de vé-
rios modelos, foram obtidos de um experimento de campo s8bre aduba-
Gao fosfatada de cana de agficar, realizado em solo da série Institu
to, em Turrialba, Costa Rica (18), O experimento foi instalado no

dia 2 de setembro de 1968, utilizando-se a variedade Barbados
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50135, O delineamento experimental usado foi o de parcelas dividi-
das, usando-se doses de O, 125, 250 e 375 kg/ha de P,0;, provenien-
te de duas fontes: superfosfato triplo (46% de P,0;) e fosfato de
Renania (30% de P,05). O adubo fosfatado foi aplicado no momento
do plantio, em sulcos de aproximadamente vinte centimetros de profun
didade. Em t8das as sub-parcelas foi realizada uma adubagao com-
plementar, também em sulcos, composta de 62 kg/ha de N, 40 kg/ha de
P,05 e 80 kg/ha de K,0. Assim, em realidade, as doses de P,05 usa-
das foram de 40, 165, 290 e 415 kg/ha. O tamanho das sub-parcelas
foi de 10,40 m por 10,00 m, sendo que a Area total do experimento
foi de 4.324 metros quadrados, Cada sub-parcela possuia 8 fileiras
de cana com espagamento de 1,30 m entre si.

Apbés o corte, realizado em 17 de setembro de 1969, a cana de
agficar produzida em cada sub-parcela foi pesada separadamente e a
seguir se procedeu a determinagao do contefido de sacarose e o seu
grau de pureza, dados necess&rios para o cdlculo da produgao de agl
car de cada sub~parcela, Os resultados déste experimento aparecem
no ap&ndice, quadro 1.

Considerando que a anflise de varifincia revelou a inexisténcia
de diferenga estatlisticamente significativa entre as fontes de fés-
foro (18), para efeito do presente trabalho n2o se tomar& em conta
as fontes de P, 0Og.

Para as anfilises quimicas de laboratério foram tomadas cinco
amostras de solo de cada sub-parcela, as quais formaram uma amostra

composta. Para a determinaqab da quantidade de fbsforo disponivel
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no solo, antes do plantio, se considerou conveniente usar os méto-
dos de Egner-Riehm (4), Bray 1 (4, 8, 30), Olsen (30) e Mehlich,

mais conhecido como Carolina do Norte (4, 30), Os resultados des~
tas determinagoes constam do apé&ndice, quadro 2. Foram realizadas
também algumas determinangs para a caracterizagao do solo onde se

instalou o experimento,

3.6. Descrigao do solo da &rea experimental

O experimento de campo foi realizado no solo da série Institu-
to, localizado em terrenos do IICA-CEI, Trata-se de um solo de na-
tureza aluvial, formado sdbre depbsitos de cascalho e areia grossa,
na sua maior parte bastante meteorizados. O terreno & levemente
ondulado. A precipitagao pluviométrica média & de 2600 mm anuais,
a umidade relativa do ar média & 88% e a temperatura média anual &
de 22,3°C.

C estudo do perfil, realizado por Hardy (24), indica a presen-
ga de um horizonte rico em matéria orgfnica, com cérca de 20 cm de
profundidade, de c¢8r marron-escura, quando imido, e marron-cinza,
quando sécoj; a textura & argilosa e possui uma minima quantidade de
areias possui consisténcia pléstica, sendo pegajoso quando fimido e
duro, quando séco. A permeabilidade do solo & bastante alta., O
subsolo & mais amarelado com presenga de moteados avermelhados e
manchas negras a medida que aumenta a profundidade, denotando per-
meabilidade decrescente, devido a textura argilosa e a compactaqab.

Os sedimentos de cascalho e areia s8bre os quais repousa éste solo
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surgem a profundidades verifveis., A abundf@ncia de pedras redondas
e a capa fre&tica variam com a profundidadej na época das chuvas o
nivel freAtico pode atingir 80 cm de profundidade, em alguns luga-
res.

O solo, na &rea do experimento, possui uma densidade aparente
de 1,08. Ademais possui as seguintes caracteristicas quimicas: pH
em &gua de 5,05; pH em CaCl, de 4,45; 5,30% de matéria orgfnica;
0,32% de nitrogénio total; capacidad de intercf&mbio catidnico de
19,80 me/100 g de solo; cédlcio 2,45 me, magnésio 1,35 me e potéssio

0,61 me por 100 gramas de solo.
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4, RESULTADOS

Neste capitulo se apresentam e se interpretam os resultados
obtidos no presente estudo. Cabe destacar que, devido ao fato de
que as equaggbs de Mitscherlich e exponencial nao permitirem repre-
sentar produggés totais crescentes e decrescentes, nao se procedeu
o ajustamento das citadas fungoes. Esta afirmativa & ratificada
pelos resultados apresentados na segao 4.1 gue indicam um
ajustamento muito pobre no caso da fungao de Cobb-Douglas que tam-
bém ndo permite representar produ¢3§s totais crescentes e decrescen
tes ao mesmo temvo.

Em primeiro lugar se apresenta o ajustamento das curvas de res
posta em fungso do fertilizante aplicado, sem tomar em considerang
a fertilidade inicial do solo. Em seguida se apresenta o ajustamento
das curvas de resposta considerando a fertilidade inicial do solo,
em termos de kg/ha de P,0;, determinada por quatro métodos de anéli
se quimica. Depois se apresentam os val8res da fertilidade inicial
do solo, estimados por medio da resposta observada, cujo conhecimen
to é de fundamental import&ncia para a selegao do método de anllise
quimica mais eficiente, bem como para a posterior calibrang do
mesmo.

Como complemento se apresentam outras estimaqsés de par&metros
que estdo relacionados com a curva de respota, tais como a dose
méxima de fertilizante a aplicar e a mé&xima resposta, estimada no

ponto onde X .44 °
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L,1. Estimaqgo da curva de resposgta em fun;q'é'o do adubo aplicado

Nesta squb se apresenta o ajustamento da curva de resposta
para os modelos: quadrético, raiz quadrada e Cobb-Douglas, j& des-
critos no capftulo anterior. O grau de ajustamento das curvas de
resposta, omitindo o parémetro "fertilidade inicial do solo", em re
1a¢2b as produigés observadas no experimento de campo, pode ser

avaliado pelos val8res de RZ.

Quadro 1. Ajustamento da fungao quadratica aos dados experimen-

tais Y = B, + B, X + B, X2

Repetigdo B, B, By R?
S 1 13.551,7733 L2,6556 - 0,09988 0,999195
] 11.388,3448 41,8938 - 0,09943 0,834080
s 3 11.811,7607 40,3865 - 0,07990 0,574307
Média 12.250,6262 41,6453 - 0,09307 0,802527
R 1 5.665,5895 82,0537 - 0,15572 0,998955
R 2 11.009,8350 43,3338 - 0,08036 0,655892
R 3 11.649,5310 22,3504 - 0,04268 0,319916
Média 9.441,6518 L9,2460 - 0,09292 0,658254
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Quadro 2. Ajustamento da fungao de raiz quadrada aos dados experi-
mentais Y = B, + 81X1/2 + B X
Repetigdo 8, B, B, R2

S 1 5.964,8722 1.891,6868 - 72,8797 0,970472

S 2 2.844,2378 2.057,3532 - 79,6257 0,952134

s 3 4,078,7569 1.805,4613 - 62,9367 0, 754004
Média 4.295,9556 1.918,1671 - 71,8140 0,892203

R 1 - 5.915,3017 2.905,2881 - 96,3928 0,958259

R 2 6.613,0852 1.222,7677 - 38,5101 0,500350
R3 10.073,1264 517,4451 - 16,2968 0,177817
Média 3.590,3033 1.548,5003 - 50,3999 0,545475

A observang dos R® nos quadros 1 e 2 indica que, de um modo
geral, tanto a fung@o quadrética como a de raiz quadrada proporcio-
cionam um 6timo ajustamento. Por outro lado a observagdo do quadro
3 indica que o ajustamento da funq;b de Cobb-Douglas & bem inferior
Aquéle proporcionado pelas fungoes quadrética e de raiz quadrada e
no caso de algumas repetigoes (S1, S2, S4 e R3) proporciona um ajus
tamento muito pobre. fiste fato & perfeitamente plausivel, visto
que a funng de Cobb-Douglas, bem como a de Mitscherlich e a expo-

~ . ~ e
nencial, sao tipicamente crescentes, logo nao se poderia esperar

> . b
que as nmesmas proporcionassem um bom ajustamento quando hé produgoes



Quadro 3. Ajustamento da funng de Cobb-Douglas aos dados experi-

- 5k -

metais Y = BOXBI
Repetigao B, 61 R®
S 1 15.614,154 0,006441 0,001805
S 2 13,450,680 0,005370 0,001221
S 3 10.673,366 0,069985 0,358986
S 4 12,449,779 0,022091 0,097188
Média 13,046,995 0,025972 0,114800
R 1 5.217,949 0,175481 0,645553
R 2 9.59L4,578 0,088518 0, 412654
R3 11.111,199 0,040518 0,125192
Média 8.641,242 0,101505 0, 394466

|

totais decrescentes, pois elas nao permitem descrever esta situagao.
Pode-se notar também que o ajustamento da fungdo de Cobb-Douglas é
tanto mais baixo quanto maiores sao os produtos marginais negati-
vos.

Na curva descrita pela funng de Cobb-Douglas, o grau de curva
tura & dado pelo expoente ﬁl, assim quanto menor & B, mais acentua-
da seré a curvatura, isto &, haveri uma brusca alteragao na dirqub
da curva, A medida que QI aumenta a curva tende a distender-se e

quando §1 = 1 a curva se transforma numa reta, Outro problema
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Figura 6. Representaqﬁb gréfica das curvas de resposta em fungao
do fertilizante aplicado, no caso da repetigao R 2,

que surge com a funng de Cobb--Douglas, bem como com a de Mitscher-
lich, no caso de nao se considerar a fertilidade inicial do solo, &
que em auséncia de aplicag2o de adubo (X = 0) a produgao & nula o
que n3o se coaduna com a realidade., Pode-se observar também que as
prodqués estimadas pela fungao de Cobb-Douglas estao sujeitas a uma
elasticidade constante, logo uma produgao méxima tedrica nao pode

ser definida,
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Nota-se que, a principid, o incremento da prodqub por unidade
de insumo & bem maior na funcEB de raiz quebrada que na quadréti-
ca. Entretanto, quando as quantidades de adubo aplicado sao maio-
res, inverte-se a situagao. Enquanto a figura representada pelo
polinomio de segundo grau corresponde a uma paridbola simétrica, a
curva descrita pela fungao de raiz quebrada tende a formar um exten
so plat8 onde a produgao estimada permanece praticamente estabiliza
da (figura 7). A observang das constantes éo indica que, em ausén
cia de aplicaggb de adubo, a produgd@o estimada pela funqab de raiz
quadrada é sempre inferior 3quela estimada pela fungao quadrética.
A presenga do Bn negativo na repetigao R1 implicaria na existéncia
de produqab total negativa em aus8ncia de aplicagao de adubo o que
constitui um absurdo, inadmissivel na prética. A ocorréncia dessa
anomalia poderia ser atribufda a baixa prodqub observada ao se
aplicar a dose de 40 kg/ha de P,0; o que provocou uma brusca incli
ragao da curva, de tal modo que o eixo dos Y foi cortado pela curva

na parte negativa,

4,2, Influéncia da introdugao da fertilidade inicial do solo

(determinada por anflise quimica) s8bre a curva de resposta

O contefido inicial de P,05 no solo foi determinado pelos qua-
tro métodos de anflise quimica, citados no capitulo anterior. Os
resultados das anflises quimicas constam do apéndice. Nesta segao
se apresentam as modificaqSES causadas nos parfmetros e no ajusta-

mento das fungoes quadriticas e de raiz quadrada, pela introdugao
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do parf@imetro '"fertilidade inicial do solo', determinado por anfli-

. ~
ses quimicas, nas equagoes de resposta,
q ’ q

~ o~
Nesta segao nao se apresen

tzm resultados dos modelos assintdticos e crescentes, visto que os

~
mesmos nao proporcionaram um rrau de ajustamento satisfatdrio.

Quadro 4, 1Influéncia da fertilidade inicial do solo, determinada
por anflise quimica, s8bre o ajustamento da fungao
quadrética,

Tondlice  FeReii- g B e, e
quimica §ao

Egner-Riehm S 1 11,931,889 50,0285 0,10079 0,99910

" " S 2 10,026,341 48,4332 0,09988 0,83558
" " S 3 10,828,102 43,6321 0,07718 0,56596
" " R 1 2,938,387 90,9566 0,15300 0,99858
" " R2 9.276,453 50,2006 0,08308 0,66354
" " R 3 11.109,776 23,3329 0,0L4041 0,28082
" " Média 9.351,825 51,0973 0,09239 0,72393

Bray 1 S 1 12,493,851 47,2923 0,09943 0,99785

" S 2 10.530,54k 45,5557 0,09897 0,82497
" S 3 11.342,034 40,2725 0,07355 0,58059
il R 1 4,314,220 87,7282 0,15345 0,99868
" R 2 10,079,417 47,4739 0,08217 0,65211
" R3 11,220,559 23,8831 0,04268 0,31190
" Média 9.996,771 48,7009 0,09171 0,72768
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Métod9 de Repeti-
anflise ~ Eo 31 éa R?
quimica 580
Mehlich S 1 12,758,026 46,0551 0,09897 0,99783
" S 2 10,661,597 45,3369 0,09988 0,82941
" S 3 10.993,348 43,6040 0,08036 0,57863
" R 1 4,019,505 88,6558 0,15754 0,99915
" R 2 10,222,718 46,3162 0,08081 0,94525
" R 3 11.204,679 23,9403 0,04313 0,30916
" Média 9.976,645 48,9847 0,09345  '0,77657
Olsen S 1 12,816,545 45,9861 0,09988 0,99782
" S 2 10.824,938 L4 0784 0,09806 0,83715
" S 3 11,280,674 42,4572 0,08036 0,57799
" R 1 4,742,118 84,5856 0,15254 0,99868
" R 2 10.341,114 46,2590 0,08217 0,65590
" R 3 11,345,604 23,1703 0,04177 0,31603
" Média 10.220,165 47,7561 0,09246 0,73059

A introducﬁb do par8metro ‘‘contetido inicial de P,0s no solo",

determinado por anflise quimica, praticamente nao afeta o ajustamen

to da fungao quadritica, visto que a variagao dos R® & minimn em re

~ ~
lagao aos observados na segao 4.1; entretanto causa alzumas altera-

~
goes nos parémetros que .lescrevem a curva de resposta,

Assim pode-
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se observar que a constante B, diminui com o aumento da guantidade
de P,05 determinada pela anflise quimica do solo. O fato de somar-
se o valor da anflise quimica do solo & dose de P,O; aplicada em
forma de abudo provoca um deslocamento da curva para a direita e a
intersegao da curva com o eixo dos Y se verifica em um ponto mais
proximo da origem. O deslocamento da curva & proporcional ao valor
da anflise quimica somado & dose de X, e em consequéncia também se-
ré proporcional a diminuing do valor de Q « O Qn, considerado
nesta squb, corresponderia ao valor da produqab em absoluta ausén-
cia de P,05 o que nao se coaduna com a realidade, visto quc o fésfo
ro é um elemento essencial & nutring da planta, a produggb, en
ausé&ncia dé&sse nutriente, deveria ser nula, A forma da curva tam-
bém sofre ligeira transformaqab o que pode ser comprovado pelas
alteraqgés que tem o coeficiente de regressgb Bl. Assim pode-se
notar que o incremento da produggb por unidade de insumo (31) aumen
ta a medida que cresce o valor da anllise quimica do solo, introdu-
zido na equagao. O coeficiente B?, por seu turno, sofre alteragoes
tao pequenas e incertas que pode-se afirmar que permanece estével,
Do anteriormente exposto se leduz que, quando se soma o valor da
anflise quimica do solo & dose de P,0; aplicada, a curva descrita
pela funng quadritica se torna mais acentuada, isto &, aumenta a
sua concavidade em relagho ao eixo dos X. O fato de ﬁo registrar
sempre altas produgoes, em completa ausé&ncia de fésforo, indica que
os val8res detcrminados pela anidlise quimica do solo sao muito infe
riores dqueles que scrian estimndos pelo modé&lo matemético, pois

caso f6ssem semelhantes ﬁn tenderia a zero.
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Quadro 5. Influéncia da fertilidade inicial do solo, determinada
por anélise quimica, s6bre o a2justamento da fungao de
raiz quadrada,

Métod? de Repeti
anflise ~ = a a 2
quinica §a0 Bo B, B2 R
Egner-Riehm S 1 - 1,227,588 2,651,0113 - 90,8745 0,978563
n " S 2 ~ 3,944,736 2,781,5608 - 96,7870 0,937309
" " S 3 - 584,077 2.255,4239 - 72,4434  0,720952
" " R 1 -16.142,102 3.940,3845 -120,6473 0,967865
" " R 2 737,463 1.858,0463 - 54,9739  0,533006
" n R 3 8.172,560 742,4176 - 22,4567  0,177404
" " Média - 2,164,743 2,371,4740 -~ 76,3638 0,719183
Bray S 1 1,227,588 2.404,0589 - 85,0614 0,981168
" S 2 - 1,310,071 2.502,0226 - 90,1458 0,935601
" S 3 2.390,241 1.922,9697 - 63,5922 0,733502
L R 1 -12,510,688 3,581,7998 -112,4385 0,965172
" R 2 3,072,315 1.616,4543 - 49,0792 0,517300
n R3 8,838,652 651,1999 - 19,7635 0,185616
" Média 284,672 2,113,0842 - 70,0134 0,719726
Mehlich S 1 2.376,078 2.280,3385 - 82,0768 0,98008%4
" S 2 - 694,064 2,445,2794 - 89,0417 0,943034
" S 3 585,585 2.164,4927 - 71,3411 0,733024
" R 1 -12.147,958 3,568,9194 -112,9425 0,965351
0 R 2 3.974,042 1.511,3842 - 46,0751 0,513665
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Cont. Quadro 5.

Método de Repeti
anflise Gao Bo B, Bz R
quinica
Mehlich R3 8.756,651 661,9615 - 20,1149 0,185010
" M&dia 475,056  2.,105,3959 - 70,2653 0,720861
Olsen S 1 2.632,255 2.257,4487 - 81,7550 0,979748
" S 2 247,607 2.332,4668 - 85,8400 0,944727
n S 3 1.802,014 2.040,6678 - 68,4487 0,743608
" R1 -9.383,586 3.255,0302 -104,3342  0,961167
" R 2 4,337,879 1.481,0701 -~ 45,5880 0,513281
" R 3 9.105,772 626,2126 -~ 19,2137 0,185080
" Média 1,456,990 1.998,8160 -~ 67,5299 0,721268

No caso da funng de raiz quadrada se pode observar com mais
clareza as mesmas variagoes dos parimetros én e Eldescritas para o
caso do polinémio de segunda ordem. Ademais se nota que o coefi-
ciente |§?| acompanha s variaggés de §1, isto &, a aumentos do va-
lor da anfilise quimica somado ao adubo aplicado correspondem aumen-
tos proporcionais nos coeficientes B, e |§2|. Dai se deduz que a
curva descrita pela fungao de raiz quadrada aumenta a sua concavida
de em relang ao eixo dos X o que explica as grandes redugoes que
sofre o paré&metro ﬁb o qual chega a ser negativo em varios casos.

Na pr&tica n@o h& produgoes negativas, dai se deduz que nos casos
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em que ﬁo é negativo o valor da anflise quimica do solo é& superior
dquéle que seria obtido pela determinagao direta por meio do ajus-
tamento da curva, Se os val8res da anflise quimica do solo f&ssem
idénticos dquéles determinados pelo modélo matemético, entao a es-

peranga matemftica de ﬁo seria igual a zero.

4,3, Estimngao da fertilidade inicial do solo por meio da fungao

de resposta

Nesta segao se apresentam os valores de P,0;, existente no so-
lo em forma éssimilével as plantas, estimado de forma direta atra-
vés do ajustamento das fungoes quadrética e de raiz quadrada, visto
que as demais funcsés estudadas nao proporcionam um ajustamento sa-~
tisfatdério aos resultados de prodqub observados no experimento de

campo, conforme ficou demonstrado na segab L,1, déste capitulo.

Quadro 6. Contefido inicial de P,0; no solo em kg/ha (3), estimado
pela fungao quadrética Y = By (X + 8) + B, (X + 8)3

Repetigao B, ﬁz 8 Desvio padrao
S 1 85,03943 - 0,09984 212,253 0,2015
S 2 79,29532 - 0,09950 187,944 53,1927
S 3 73,5671k - 0,08003 207,309 5,1893
*T S 62,54312 - 0,06114 281,484 3,8083
R 1 101,28132 - 0,15555 61,806 0,4136
R 2 73,57568 - 0,08028 188,348 5,0231
R 3 49,93572 - 0,04279 322,318 5,0126
*T R 101,27870 - 0,15217 62,548 6,5858

b —— ———————

* Valdres obtidos pela combinagao de t8das as informagoes.
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Os vald8res de "§'" estimados através do ajustamento da fun¢ab
quadrética variam entre 61,80 e 322,30 kg/ha de P,0g, indicando que
existe uma acentuada variagao da fertilidade inicial do solo entre
as parcelas., Aparentemente a fungao quadritica sobrestima os val8-
res de "§", visto que a maior quantidade de P,0g determinada por
anfilise quimica do solo foi de 42,00 kg/ha que & cérca de oito

- ~e
vézes menor que o maior valor estimado pela equagao.

Quadro 7, Contefido inicial de P,0; no solo em kg/ha (3), estimado

através do ajustamento da funegb de raiz quadrada

Y = B, (X + 02 . B, (X + &)
Repetigao B, B, 3 Desvio padrgb-
S 1 2.528,2446 - 87,8354 30,546 1,0102
S 2 2.380,6577 - 87,8183 12,525 1,8238
S 3 2.254,1235 - 74,3566 18,887 L,0857
*T S 2,027,5240 ~ 63,9267 54,228 3,7290
R 1 1.909,3442 - 60,2029 2,500 3,2967
R 2 1.861,1635 - 52,9414 L9 342 5,8609
R3 1.446,3056 - 36,6406 132,159 5,3386
*T R 1.897,5105 - 58,1614 23,748 L,2234

_—

* Valéres obtidos pela combinang de t8das as informaqsés.
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A fung@o de raiz quadrada estimou valores de '"§" que variam
entre 2,50 e 132,20 kg/ha de P,0s, correspondendo, portanto, a
maiores oscilagoes que na fungdao quadrética. Os val8res de "&'" ob-
tidos por determinang direta através do ajustamento da funggb de
raiz quadrada sao bem mais préximos aos val8res determinados por
anflise quimica do solo, que variam entre 10,00 e 42,00 kg/ha de
P,0g .

Comparando os val8res de "S", estimados pelas duas funqgéa,
pode-se notar que a quadrftica sempre estimou val8res de "§" de 2

a 24 vézes superiores 2quéles estimados pela fungao de raiz quadra-

I
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Figura 7. Representagao grifica da estimagao da fertilidade inicial
do solo por meio do_ajustamento da curva de resposta para
o total das repetigoes R.
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Quadro 8, Varifncias e Covarifincias assintdticas dos estimados
de alguns parfimetros,
FUNGAO QUADRATICA
tioy,  Ver(8;) ver(g,) Var(s)  Cov(8,,8) Cov(B,,8)
s1 0,09 x 10~ 0,41 x 10710 38,94 - 0,02 39 x 1077
S 2 21 x 10"1+ 104 x 1071° 8.847,29 - 4,04 9 x 1072
S 3 69 x 10'“ 275 x 10°t° 32.990,81 -~ 14,43 29 x 107>
.7 S 1 x10°" 37 x1071° 11.906,81 - 3,54 6 x 107
R1 0,26 x 10" 1,74 x 10~1° 19,04 - 0,02 5 x 1077
R 2 64 x 107 258 x 1071° 254,82 - 12,13 24 x 107
R3 97 x 1o’l+ 257 «x 10710 178.606,41 - 40,67 66 x 107>
*T R 19 x 10’“ 131 x 10°1° 1.047,07 - 1,18 3 x 107
FUNCRXO DE RAIZ QUADRADA

S 1 0,081 26 x 10~ 155,34 - 2,98 0,17

S 2 0,222 75 x 1077 285,97 - 6,32 0,37

S 3 1,320 b1 x 1072 1.941,42 - 42,08 2,36

o7 S 0,367 110 x 10™°  1.664,83 - 21,81 1,20

R 1 0,698 228 x 107 544,60 - 15,04 0,87

R 2 I, 048 1.116 x 1072  1.554,43 -224 45 11,72

R 3 6,750 1.556 x 1072  14.045,51 -921,73 Lk, 13
s7 R 0,527 157 x 1072 1.127,92 - 20,79 1,13

——————————————— —— _ | ——— ]
* Val6res obtidos combinando t8das as informagoes.
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0 quadro 8 indica que os coeficientes B, e B,, tanto na fung8o
quadrética como na de raiz quadrada, sao relativamente mais esté-
veis, pois sua varifincia é muito baixa. Entretanto, o par8metro 3
é muito inestével, visto que sua vari&ncia oscila grandemente, con-
tudo na fungao de raiz quadrada a varifincia de § oscila menos que
na quadrética.

A covarifncia negativa entre 61 e § indica que, a medida que

aumenta o valor de 8§, diminui o valor de B, o que era de espercr-se,

1
visto que quanto menor é o conteGdo de um nutriente no solo tanto
maior deverd ser o incremento da produgao por unidade de adubo apli
cada,

A covarifincia positiva entre éz e S, embora reduzida, revela
que a medide que aumenta o valor de 8, também aumenta !le. Isto é
muito compreensivel, visto que num solo rico em fdésforo é de espe-

rar-se que o aumento da produgdo seja pequena ao aplicar pequenas

doses de adubo e que a curva dec2ia com maior rapidez.

~ . .
L,4, Alteragoes causadas na dose que maximiza a resposta ao consi-

derar na fungao a fertilidade inicial do solo.

O conhecimento da dose de fertilizante que maximiza a resposta
é de grande importéncie para a determinagao da dose de adubo econo-
micamente recomendfvel, conforme foi demonstrado no capitulo ante-
rior, Assim as alteraqaés que porventura venha a sofrer aquela se
refletirao nesta.

Nesta seg@o se apresentam as doses de fertilizante, calculadas
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pelos métodos descritos anteriormente, que maximizam a resposta,
afim de poder avaliar suas variagoes.

No quadro 9 pode-se notar que a& dose de fertilizante que maxi-
miza a resposta ndo sofre alteragoes com a introdqub, na fungao de
resposta, do par@metro fertilidade inicial do solo, independentemen
te do método de determinagao usndo., As pequenas discrepincias exis

tentes entre os valdres de X podem ser atribufdas ao &rro expe~

méx.
rimental,

O quadro 9 também indica que a funng de raiz quadrada atinge
seu méximo, isto &, estima a produg2o m&xima, a niveis de insumo
menores que o polinBmio de segunda ordem., Ademais a variaggb entre
os val8res de xméx das diversas repetings é mais acentuada na

fungao de raiz quadrada que na quadrética.

4,5, Estimaglo da méxima resposta

Nesta segao se apresentam as produgoes méximas previstas pelas
fungoes quadrdtica e de raiz quadrada por serem as finicas equagoes
que proporcionaram um grau de ajustamento adequado em relaqab as
producgbs observadas no experimento de campo. No quadro 10 se apre
sentam as prodqués néximas apenas para o caso em que se omite na
fungao o parametro fertilidade inicial do solo, visto que sua intro
dugao na fungao de resposta nao causa alteragoes na dose de adubo
que maximiza a resposta, conforme foi observado na 8eGao L4, logo

também nao provoca alteraqus no valor da produqab estimada.
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Quadro 9. Doses de P,05 (kg/ha) a aplicar para obter a méxima res-
posta no caso das fungoes quadrética e de raig quadrada,
quando nao se considera a fertilidade inicial do solo
(8 ) e quando se introduz na equagao &ste parfmetro, es-
timado matemdticamente (§p) e por quatro métodos de
anélise quimica,

FUNGRO QUADRATICA
- " . Método de anélise quimica do solo
Repetigao & 6m b
ggz;z' Bray 1 Mehlich  Olsen
S 1 213,53 213,62 213,68 214,95 215,05 214,84
S 2 210,67 210,52 210,84 211,40 211,21 210,00
S 3 252,73 252,31 255,54 257,16 252,80 251,67
R 1 263,46 263,75 264,50 264,10 263,25 263,21
R 2 269,62 269,90 269,00 269,25 270,07 269,36
R 3 261,84 261,18 258,58 261,92 259,29 261,23
FUNGXO DE RAIZ QUADRADA

S 1 168,43 176,58 178,25 176,81 175,34 175,24
S 2 166,90 172,11 174,85 173,85 172,79 169,83
S 3 205,72 210,85 215,21 211,96 211,63 209,69
R 1 227,10 248,95 233,92 231,95 231,52 229,58
R 2 252,05 259,61 252,46 251,57 252,49 251,75
R3 252,05 257,35 243,12 253,55 252,48 249, 44
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Quadro 10, Produgoes mé&ximas estimadas (kg/ha de agficar), em cada

repetigao, pelas fungoes quadrética a raiz quadrada.

Tipo de Fungao

Repeting
Quadritica Raiz Quadrada
S 1 18.505,50 18.240,00
S 2 15.801,20 16.133,60
S 3 16.851,40 17.027,10
Média 17.052,70 17.133,60
R 1 16.467,80 15.976,60
R 2 16.851,70 16,.318,10
R3 14.575,60 14,179,90
Média 15.965,03 15.491,50

0 quadro 10 indica que as produgoes miximas estimadas pela fun
Gao quadrética, em geral, sao um pouco superiores as previstas pela
funng de raiz quadrada, fiste fato est4 relacionado com as observa
gGoes registradas na segfo 4.1. onde dizfiamos qﬁe "o incremento da
produqab por unidande de insumo é bem maior na funcgb de raiz quadra
da, mas quando as quantidades de adubo aplicadas aumentam, inverte-
se a situagao" e a curva descrita pelo polindmio de segunda ordem
quase sempre ultrapassa o ponto méximo da fungao de raiz quadrada,

Entretanto, nota-se que, no caso particular em estudo, a diferenga
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"~ . . ~
entre as produgoes méximas, estimadas pelas duas fungoes, para uma

mesma repetigao, nunca ultrapassou os 600 kg/ha.

4,6, Correlagao existente entre a quantidade de nutriente nativo

do solo, estimada matemdticamente e por andlise quimica,

Nesta segao se apresentam as correlagoes existentes entre as
diversas determinagoes da fertilidade inicial do solo, cujo conheci
mento & de fundamental importéncia para a selegao do método de ané-

lise quimica,

Quadro 11. Matriz de correlagoes (R) entre os val8res de P,0s nati
vo do solo, determinados através de dois modélos de res
posta: quadrético (Q) e raiz quadrada (RQ); e por gua-
tro métodos de anflise quimica: Egner-Riehm (ER), Bray
1 (B), Mehlich (M) e Olsen (OL).

Q RQ ER B M oL
[ 1,00 0,835 -0,33 - 0,49 0,10 0,47 ]' Q

1,00 - 0,16 - 0,33 0,24 0,49 RQ

R = 1,00 0,90 =~ 0,42 0,21 ER
| 1,00 - 0,08 0,22 B
| Simétrica 1,00 0,08 M

t 1,00 oL

)

0 quadro 11 indica que existe uma alta correlagao positiva en-

tre o contefido inicial de P,05 no solo estimado pelas fungoes qua-
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drAtica e de raiz quadrada, Entre os métodos de anflise quimica do
s0lo, observa-se que existe alta correlaqab positiva entre as deter
minaqsés feitas pelos métodos Egner-Riehm e Bray 1 e correlagab po-
sitiva baixa do método de Olsen com os demais., Por outro lado
nota-se que as correlagoes entre os valéres estimados pelos modelos
de resposta e =s determinaqgés quimicas sao positivas em alguns
casos e nagativas em outro, sendo que a melhor correlagao positiva
ocorre entre os val8res estimados pela fungao de raiz quadrada e

aquéles determinados pelo método de Olsen.
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5. DISCUSSZO

0 mod€lo matem&tico a ser usado para o ajustamento da curva de
resposta depende em grande parte das doses extremas de fertilizan-
te aplicado. Se o nivel mAximo de adubo aplicado nao chega a produ
zir o decaimento da curves, se pode esperar que os modelos assintéti
cos e crescentes oferegam melhor possibilidade de ajustamento. Por
outro lado se as doses extremas usadas chegam 2 produzir o decaimen
to da curva de resposta, os modélos simétricos do tipo polinomial
de segundo grau poderiam lograr um melhor ajustamento, apesar de
apresentar algumas desvantagens devidas & restring de simetria,
fste caso ocorreu com os dados analisados neste estudo, onde as do-
ses extremas de adubo fosfatado aplicadas foram suficientemente al-
tas para provocar o decaimento da curva, por esta razao a fungao
quadritica e a de raiz quadrada resultaram melhores no que se refe-
re ao ajustamento da curva., Entretanto, o a justamento da curva,
julgado sdmente com base na magnitude de R®, ndo parece ser o me-
lhor critério, pois seria conveniente considerar outros componentes
da fungdo de produgao, tal como a fertilidade inicial do solo, que
é o objetivo fundnmental d&ste estudo.

A quase totalidale dos trcbalhos existentes s8hre o assunto
tem por objetivo a determinagao da dose de adubo economicamente re-
comeniivel e por esta razao tais pesquisadores trabalham sdmente
com a parte da curva situada no quadrante positivo dos eixos car-
tesianos, nao considerando, portanto, a fertilidade inicial do solo.

Entretanto, surgia a duvida sobre a precisao da dose mAxima de
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adubo e da dose 6tima recomendével, calculadas desta forma, No pre
sente estudo ficou comprovado de que o fato de tomar em conta, na
funqzb de prodqub, o nutriente nativo do solo, seja estimado de
forma direta por meio do 2justamento da curva de resposta, seja de-
terminado por anflise quimica do solo, nao produz alteraqSEs signi-
ficativas na dose maxima de fertilizante a aplicar. Como & dose
btima recomendével & uma fungao da dose méxima, deduz-se que aquela
tampouco seria afetada ao introduzir no modé&lo o par@metro "fertili
dade inicial do solo". Daf podemos concluir que, em estudos em que
esté envolvida a dose mé&xima de adubo recomendédvel, nao h& necessi-
dade de considerar o nutriente nativo do solo, bastando buscar um
modélo matem&tico que proporcione o melhor ajustzmento em relagdo
as produgoes observadas. Em casos desta natureza, em geral se usa
uma fuanb quadratica por proporcionar um grau de ajustamento satis
fatdrio e por simplificar consideridvelmente os cllculos. Entretan-
to, se as produ¢3és s8o exclusivamente crescentes a equang de
Mitscherlich poderia proporcionar um melhor ajustamento.

A parte da curva de resposta, situada & esquerda do eixo dos
Y, pode ser de grande interé&sse quando o objetivo do trabalho & se-
lecionar e calibrar um método de anflise quimica do solo ou quando
se estuda o efeito residual de um fertilizante. Nestes casos nao
seria suficiente selecionar um modélo matemltico que proporcionasse
um ajustamento satisfatdério, baseados exclusivamente na magnitude
do valor de R®, H& necessidade de tomar em consideraqﬁb as proprie

dades de cada mod€lo no que se refere a magnitude dos val8res
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estimados para a fertilidade inicial., No presente estudo a funng

quadrftica revela sua caracteristica de sobrestimar o contefido ini-
cial de um nutriente no solo, critério &ste, baseado no fato préti-
co de que altas concentragoes de sais no solo causariam o desequili
brio fisiolbgico da planta. Em estudos déste tipo, o mod&lo quadr§
tico nao seria apropriado, embora proporcione um étimo ajustamento,

No presente estudo, a fungab de raiz gquadrada parece estimar
val8res bastante reais para o contefido de P,05 do solo, em forma
assimilével 2s plantas. Uma das caracteristicas da fungao de raiz
quadrada & a sua sensibilidade em determinar pequenas variagoes na
fertilidade do so0lo o que nao sucede com os métodos de anilise qui-
mica, considerados neste estudo. Infelizmente, o tipo de dados pro
venientes do experimento de campo nao permitiu um ajustamento satis
fatério dos mod8los assintdticos e crescentes, logo nao ha informa-
gao suficiente para avaliar sua efici&ncia na estimagao da fertili-
dade inicial do solo.

A observagao das produgoes obtidas nas repetiggés Sk e Rb4 indi
ca que a curva, descrita pelo polin8mio de segunda ordem ou pela
fungao de raiz quadrada, apresenta um minimo o que constitui uma
anomalia devida ao érro experimental. Essas repetiqgés nao foram
consideradas para o ajustamento da curva de resposta.

Quanto aos métodos de anflise quimica utilizados para a deter-
minagao de fdésforo disponivel rno solo, pode-se afirmar que sua sen-
sibilidade em detectar pequenas diferengas na fertilidade do solo,

entre as unidades experimentais, & bem inferior a revelada pela
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funQEb de resposta. No que concerne ao presente estudo, nota-se
que o método de Olsen & o que proporciona a melhor correlaqab em
relang aos valdres estimados pela fungao de raiz quadrada. O va-
lor do coeficiente de correlagab, aproximadamente igual a 0,50,
pode parecer um pouco baixo a primeira vista, mas isto poderia ser
explicado pela alta varilncia (s?® = 2,254,18) dos val8res estimados
pela fungao de raiz quadrada em relagao a varifincia (s® = 2,54) ob-
servada no método de Olsen.

Balerdi, Mliller e Fassbender (4), entretanto, em um trabalho
s6bre comparagao de cinco métodos quimicos de anllise de fésforo
disponivel, usando 1lO4 solos da América Central, entre os quais o
da série Instituto, concluiram que o método mais eficiente era o de
Egner~Riehm, seguindo-se os métodos de Olsen, Bray 1 e Mehlich,
Cabe destacar que os citados pesquisadores trabalharam em casa de
vegetaqsb, usando o tomate como planta indicadora. Seatz e Stan=-
berry (37) declaram que: A natureza complexa do fésforo do solo
tem tornado dificil caracterizé-lo no solo e avaliar sua disponibi-
lidade para as plantas. Tentativas tem sido feitas para caracteri-
zar o P do solo e para relacionar essas descobertas com sua disponi
bilidade para a planta, mas muitas falhas s3o inerentes aos métodos
usados e todos carecem de universalidade, quanto a sua aplicagab e
precisao. Espécies de plantas e mesmo variedades diferem grandemen
te quanto a sua capacidade de obter fdésforo suficiente a partir de
solos com baixa disponibilidade de P, determinado por anflise

quimica". Ademais de variar com o tipo de cultivo, a disponibilida
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de de fbésforo esté& relacionada com as propriedades fisicas e quimi-
cas do solo, tais como: aeragao, compactagao, umidade, temperatura,
tamanho das particulas, pH, contefido de matéria orgfnica, deficié&n-
cia ou presenga de certos elementos (37). Cabe destacar ainda que
a eficiéncia dos métodos de anflise quimica de fésforo disponivel
esté muito relacionada com as formas de fosfato predominantes no
solo (4).

As considera¢3bs anteriores demonstram a necessidade de sele~
cionar e calibrar os métodos de anflise quimica de fésforo disponi-
vel de ac8rdo com o tipo de solo e a espécie cultivada, afim de me-
lhorar sua eficiéncia.,

Baseando-se exclusivamente nas condi¢3és de solo, clima e cul-
tivo existentes no presente estudo, o método quimico mais eficiente
para a determinaqab de fosforo disponivel seria o de Olsen. £ in-
teressante destacar que o método de Olsen quase sempre detectou me-
nores quantidades de fésforo disponivel no solo que o modélo mate-
mético, Entretanto, as quantidades detectadas pelo método de Olsen
880 grandemente afetadas pela temperatura e pela velocidade de agi-

tagao (30).
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6. CONCLUSOES

As funqsés quadrética e de raiz quadrada proporcionam um me-
lhor ajustamento que os modélos assintbédticos e crescentes,
quando as doses extremas de adubo aplicadas provocam o decai-

mento da curva de resposta.

Se o nivel méximo de fertilizante aplicado ndo chega a produzir
o decaimento da curva, os modélos assintdticos e crescentes

oferecem melhores possibilidades de ajustamento.

Se o centro de inter&sse & a estimagao da quantidade de nu-
triente, existente no solo em forma assimillvel as plantas, o
polinémio de segundo grau na varifvel transformada (ex.: trans-
formagao de raiz quadrada) di uma estimagao mais real que a fun

¢80 quadritica sem nenhuma transformagao.

A introdug@o do parfmetro ‘'fertilidade inicial do solo" na fun-
¢30 de resposta nao afeta significativamente o valor da dose
miximae de adubo a recomendar, nem o valor da dose economicamen-

te recomendével.

A estimagdo do contefido inicial de um nutriente no solo, em for
ma assimiléivel 3s plantas, por meio do ajustamento da curva de
resposta, poderia ser um n8vo meio para estudar o efeito resi-
dual de fertilizantes ou para escolher e calibrar métodos de

anflise quimica do solo.
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Para o caso particular do cultivo de cana de aglcar, nas condi-
gSés do experimento de campo, o método de Olsen demonstrou ser
o mais eficiente na determinagao do contefido de fésforo dispo-
nivel no solo, a julgar por sua correlaqﬁb com o8 vall8res esti-

mados diretamente da funga8o de resposta.
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RESUMO

O presente trabalho foi realizado em um solo da série Institu-
to, em Turrizlba, Costa Rica, onde se havia instalado um experimen-
to de adubaqab fosfatada de cana de agficar. ..s doses de P,0g apli=-
cadas foram de 40, 165, 290 e 415 kg/ha e a resposta foi medida em
térmos de produgao de agficar por hectare.

Os objetivos do estudo foram: 1) selecionar o modélo matemlti-
co mais apropiado para a descrigao da curva de resposta, sob condi-
goes locais; 2) determinar a dose de adubo que d& a méxima produgao
e sua relaqab com a dose economicamente recomendédvel; 3) as altera-
QSES causadas na dose méxima recomendével ao introduzir, na fungao
de produqab, o par@metro ‘‘contefido de nutriente disponivel no solo",
detectado por anflise quimica e pela curva de resposta; 4) verifi-
car a correlagao entre a quantidade de nutriente disponivel no solo,
detectada por anflise quimica e pela curva de resposta.

i8 seguintes fungdes de produgdo foram consideradas: 1) polind
mio de segundo grauj 2) fung2o de raiz quadrada; 3) equagao de
Mitscherlich; 4) fung%o de Cobb-Douglas e 5) fungao exponencial., O
ajustamento das curvas de resposta-foi realizado pelo método de es-
timag2o de "minimos quadrados nao lineares". O contefido de fésforo
disponivel no solo foi determinado por quatro métodos de anflise
quimica: Egner-Riehm, Bray 1, Olsen e Mehlich (Carolina do Norte),

Observou~-se que as fungoes quadrftica e de raiz quadrada pro-

porcionam um 6timo ajustamento, guando as doses extremas de adubo
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aplicadas causam o decaimento da curva de respota. Entretanto, se
o nivel extremo de fertilizante aplicado nao chega a produzir o de-
caimento da curva, os modelos assintbéticos e crescentes oferecem me
lhores possibilidades de ajustamento,

A fungao polinomial de raiz quadrada parcce estimar val8res
mais reais da fertilidade inicial do solo que o polinSmio de segun
da ordem. Observou-se também que, a pequenas aplicaqus de adubo,
o incremento da produgao por unidade de insumo foi bem maior na fun
qab de raiz quadrada que na quadritica, Intretanto, quando aumentam
as quantidades de fertilizante aplicadas, inverte-se a situagao. A
fungao de raiz quadrada estimou a produg8o méxima a niveis de insu-
mo inferiores que o polindmio de segundo grau,

Como era de se esperar, observou-se que a dose economicamente
recomendével & fungao do nivel de adubo que maximiza a produgao.
idemais se constatou que z introdugao do parfmetro "fertilidade
inicial do solo", na fung@o de resposta, nao afeta significativamen
te o valor da dose méxima de adubo a recomendar, nem o valor da do=-
se economicamente recomendével.

Para o caso particular de cultivo de cana de agficar, nas con-
digoes do experimento de campo, o método de Olsen parece ser o mais
eficiente na determinagao do contefido de fésforo disponivel no solo,
a julgar por sua correlagao com os val8res estimedos diretamente da

fungao de resposta.
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a estimaggb do contefido inicial de um nutriente no solo, em
forma assimil&vel 2s plantas, por meio do ajustamento da curva de
resposta, poderia ser um névo meio para estudar o efeito residual
de fertilizantes ou para selecionar e calibrar métodos de anélise

quimica.
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RESUMEN

El presente trabajo fue llevado a cabo en un suelo de la serie
Instituto, en Turrialba, Costa Rica, donde se habia establecido un
experimento de fertilizaciédn fosfatada en cafia de azticar., Las do-
sis de P,0y aplicadas fueron de 40, 165, 290 y 415 Kg/Ha y la res-
puesta fue medida en términos de produccién de azlicar por hectérea,

Los objetivos del estudio fueron: 1) seleccionar el modelo ma-
tem&tico més apropiado para la descripcidn de la curva de respues-
ta, bajo condiciones locales; 2) determinar la dosis de abono que
maximiza la produccién y su relacidén con la dosis econbémicamente re
comendables 3) estudiar las alteraciones causadas en la dosis méxi-
ma recomendable al introducir, en la funcidén de produccibén, el paré
metro "Contenido de nutriente disponible en el suelo', detectado
por anflisis quimico y por la curva de respuesta; 4) verificar la
correlacidn entre la cantidad de nutriente disponible en el suelo,
detectada por anflisis quimico y por la curva de respuesta.

Las siguientes funciones de produccidén fueron consideradas:
polinomio de segundo grado; funcibdn de raiz cuadrada; ecuacibdn de
Mitscherlich; funcidén de Cobb-Douglas y funcibén exponencial, El
ajuste de las curvas de respuesta se efectud por el método de esti-
macidn de "minimos cuadrados no lineales'", El contenido de fésforo
disponible en el suelo fue determinado por cuatro métodos de anfli-
sis quimico: Egner-Riehm, Bray 1, Olsen y Mehlich (Carolina del

Norte).
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Se observd que 1las funciones cuadritica y de raiz cuadrada
proporcionan un ajuste éptimo, cuando las dosis extremas de abono
aplicadas causan la declinacibdn de la curva de respuesta. Sin enm-
bargo, si el nivel extremo de fertilizante aplicado no llega a pro-
ducir la declinacién de la curva, los modelos asintdticos y crecien
tes ofrecen mejores posibilidades de ajuste.

La funcidn polinomial de raiz cuadrada parece estimar valores
més realisticos de la fertilidad inicial del suelo que el polinomio
de segundo orden, Se observd también que, a pequefias aplicaciones
de abono, el incremento de la producciédn por unidad de insumo fue
mucho mayor en la funcidén de raiz cuadrada que en la cuadrética.
Sin embargo, cuando aumentan las cantidades de fertilizante aplica-
das, se invierte la situacién. La funcién de raiz cuadrada estimb
la produccién méxima a niveles de insumo inferiores que el polino-
mio de segundo grado.

Como es de esperarse, se observd que la dosis econdmicamente
recomendable es funcibdn del nivel de abono que maximiza la produc-
cién. Ademés se constatd que la introduccidn del parémetro '"Ferti-
lidad inicial del suelo" en la funcién de respuesta no afecta mayor
mente el valor de la dosis méixima de abono a recomendar, ni el va-
lor de la dosis econémicamente recomendable.

Para el caso particular del cultivo ‘e cafia de azficar, en las
condiciones del experimento de campo, el método de Olsen parece ser
el mls eficiente en la determinacién del contenido de fésforo dispo

nible en el suelo, a juzgar por su correlacidn con los valores
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estimados directamente de la funcidn de respuesta.

La estimacibén del contenido inicial de un nutriente en el sue-
lo, en forma asimilable para las plantas, por medio del ajuste de
la curva de respuesta, podria ser un nuevo medio para estudiar el
efecto residual de fertilizantes o para seleccionar y calibrar méto

dos de anflisis quimico.
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SUMMARY

The present study was carried out on a soil of the series
"Instituto", in Turrialba, Costa Rica, where a sugar-cane fertiliza
tion experiment was established, with application of phosphorus.

The levels of P,05; applied were Lo, 165, 290 and 415 Kg/Ha and the
response was measured as kilogram of sugar per hectare.

The objectives of this research were the following:1) To select
a mathematical model that best described the response curve; 2) To
estimate the level of fertilizer which maximizes the response,
furthermore to establish the relationship between the estimated
maximum level and the most profitable level of fertilizer; 3) To
observe the effect due to the initial level of nutrients on the
optimum rate. The initial level of nutrients were obtained by
chemical analysis and direct estimation from the response curve; 4)
and finally to estimate the correlation between available phosphorus
detected in the so0il by chemical analysis and that estimated by
direct statistical procedure.

In this study the following production functions were consid-
ered: the second order polynomial, the square root model, the
Mitscherlich equation, the Cobb-Douglas function and the exponential
response law., The estimation of the parameters was obtained by the
non-~linear least square estimation procedure, The methods of
chemical analyses to determine the amount of phosphorus available
in the soil were: Egner-Riehm, Bray 1, Olsen y Mehlich (North

Carolina),
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In the light of the results, it can be said that quadratic and
square root function allow better fitting whenever the 1level
of application was large enough and the response curve showed a
decrease to high doses., Nevertheless, if the level applied does
not diminish the response the assimptotic and nondecreasing models
could offer better fitting.

The square root model seems to yield a more realistic estimate
of the initial amount of nutrient available in the soil than that
estimated by the second order model. If must be also pointed out
that at small rate of application of fertilizer the yield increase
per unit of input faster in the square root model than that detected
by the second order model. However this situation is reverted when
the rate of application is high., On the other hand the estimate
maximum detected by the square root model is lower than that detected
by the second order model.

The most profitable level of fertilizer is a function of the
theoretical maximum, and apparentely is not very much affected by
the initial level of soil nutrient.

Under the particular condition of the experiment and using the
response of sugar cane to detect initial phosphorus level in the
soil, it seems that chemical method of analysis given by Olsen
yield a good estimate of the phosphorus content in the soil, judging
the result by the value of the correlation between both estimates.,

Finally the estimation of initial soil nutrients, from the ' -
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observed response opens a new horizon for estimating the residual
effect of fertilizer and perhaps the method can be used with

advantages to calibrate methods of chemical analysis,
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Quadro 2, Contefido de P,05 (kg/ha) de cada unidede experimental,
determinado por quatro métodos de anhlise quimica do
so0lo..

s Método de Anélise Quimica do Solo

Repetigao ub-

prcela Egner-Riehm Bray 1 Mehlich Olsen
S 1 26 34,50 24,00 18,50 17,00
S 1 28 30,50 19,00 14,00 12,00
S 1 27 37,50 23,00 17,50 15,00
S 1 25 35,50 25,50 20,50 17,50
S 1 Média 34,50 22,87 17,62 15,37
S 2 24 32,00 20,50 17,00 13,00
S 2 21 33,50 19,50 14,00 17,50
S 2 22 30,50 16,00 16,00 13,50
S 2 23 30,50 19,00 16,00 15,00
S 2 Média 31,62 18,75 15,75 14,75
S 3 10 27,00 12,50 19,00 12,50
S 3 11 27,50 21,00 20,00 13,50
S 3 9 2k,00 10,50 17,50 12,00
53 12 30,00 22,50 17,50 12,00
S 3 Média 27,12 16,62 18,50 12,50
S 4 1 33,50 18,50 20,50 17,00
S 4 2 27,00 16,00 17,50 12,00



Cont. Quadro 2,

Método de /Anflise Quimica do Solo

Repetigao Sub-

parcela Egner-Riehm Bray 1 Mehlich Olsen
S 4 N 36,50 23,00 21,00 15,50
S 4 3 33,00 16,00 19,00 12,50
S 4 ] Mé&dia 32,50 18,37 19,50 14,25
R 1 32 32,00 21,00 19,00 11,50
R 1 29 34,50 23,00 17,50 13,50
R 1 30 31,00 20,50 18,50 15,00
R 1 31 33,50 22,50 17,50 15,00
R 1 M&dia 32,75 21,75 18,12 13,75
R 2 17 36,00 22,50 17,50 14,50
R 2 19 33,50 22,50 17,50 13,50
R 2 18 30,00 16,00 15,50 10,00
R 2 20 33,00 17,50 15,50 10,50
R 2 Média 33,12 19,62 16,50 12,12
R 3 5 30,50 19,00 20,00 14,50
R 3 6 42,00 19,00 20,50 17,00
R 3 8 24,00 19,00 18,50 15,50
R 3 7 24,00 14,50 14,00 17,50
R3 Média 30,12 17,87 18,25 16,12



Cont, Quadro 2.

Método de .nllise Quimica do Solo

Repetigao Sub-
parcela Egner-Riehm Bray 1 liehlich Olsen
R 4 14 33,00 20,50 20,50 19,00
R &4 15 41,00 20,50 16,00 13,50
R &4 16 30,50 22,00 21,00 15,50
R 4 13 30,50 21,00 20,00 17,00
R 4 Média 33,75 21,00 19,37 16,25

Observaggb: S = sub-parcelas adubadas com superfosfato triplo.

R

sub-parcelas adubadas com fosfato de Renania.
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